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PERCHE' QUESTI APPUNTI, E COME USARLI

(Prefazione alla vers. 2.22)

Questi appunti nascono come supporto alle lezioni che tengo per I’insegnamento di
“Istituzioni di Matematica” per il Corso di Laurea triennale in Scienze Naturali presso la
Facolta di Scienze Matematiche, Fisiche e Naturali all’Universita di Firenze.

Penso che tale insegnamento debba proporsi essenzialmente tre scopi :
— fornire una preparazione di base nella materia a livello universitario;
— presentare i concetti matematici fondamentali mantenendo un “punto di vista superiore”
rispetto alla Scuola Secondaria;
— mettere i futuri laureati nelle condizioni di usare alcuni specifici strumenti di calcolo.

Questa impostazione comporta una certa ampiezza nell’arco degli argomenti trattati e,
di conseguenza, la rinuncia allo sviluppo di procedimenti avanzati di calcolo. Sono pero
convinto che una buona preparazione di base metta in condizione di apprendere, se necessario,
tecniche specialistiche; mentre, d’altro lato, la padronanza di molti strumenti di calcolo non
garantisce di per sé una corretta visione della materia.

Forse al lettore sembrera di incontrare troppe definizioni. Per convincersi della loro
necessita, consideri che la Matematica € strumento fondamentale per descrivere la realta
(fisica, biologica, economica, ecc.); una buona descrizione € necessariamente anche
un’accurata tassonomia delle possibili situazioni, che per essere correttamente formalizzata ha
bisogno di un linguaggio assolutamente preciso.

Nell’usare questi appunti, lo studente deve tenere presente che, per la loro stessa natura
di testo scritto, essi non sono la stessa cosa delle lezioni tenute in aula. Ad esempio, la
trattazione e talvolta piu formale (e quindi piu “pesante”) rispetto a quanto consente
I’immediatezza dell’esposizione orale, dove ci si puo “lasciare andare” all’uso di qualche
notazione non del tutto ortodossa.

Inoltre, rispetto al programma effettivamente svolto a lezione, questi appunti
comprendono alcune dimostrazioni in piti (1) ma molti esercizi in meno (e quelli riportati non
sono, in generale, svolti). Le dimostrazioni in piu vogliono consentire allo studente interessato
qualche approfondimento e servire comungue come riferimento per eventuali consultazioni
future.

1Per la preparazione all’esame lo studente @ invitato a fare riferimento al programmma consuntivo del
corso disponibile su Internet all’lURL
http://www.dmd.unifi.it/marcobar/lstituzioni/Programma.html
oppure
http://marcobar.outducks.org/Istituzioni/Programma.html
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Alla carenza di esercizi dedicati all’Analisi Matematica il lettore pud owvviare
utilizzando qualcuno degli appositi testi reperibili in commercio (si veda anche, al termine
della bibliografia posta dopo questa introduzione, I’elenco dei libri consigliati). Dovrebbero
invece essere sufficienti per un’adeguata preparazione sull’argomento gli esercizi sui sistemi
lineari riportati nel capitolo 14, fra I’altro in buona parte svolti nei dettagli e comunque
corredati delle soluzioni.

Si noti che alcuni degli esercizi proposti sono contrassegnati con un asterisco fra
parentesi quadre ([*]): si tratta di esercizi “di approfondimento”, generalmente piu difficili
degli altri, che non e necessario saper risolvere per superare I’esame, anche con un buon voto.

Molti studenti affrontano questo corso di lezioni col timore di possedere una
preparazione insufficiente a causa del tipo di Scuola Secondaria frequentato o per altri motivi.
Raramente tale timore € giustificato: infatti, sia a causa del carattere “istituzionale” di questo
Corso sia per i criteri con cui esso viene impostato, i prerequisiti richiesti sono minimi; per
tranquillizzare il lettore € comunque opportuno precisarli.

INOZIONI SUPPOSTE NOTE DAGLI STUDI PRECEDENT]|

L’insieme N dei numeri naturali, I’insieme Z dei numeri interi relativi, I’insieme Q dei
numeri razionali; le operazioni di “somma” e “prodotto”, la relazione di “minore o uguale”,
sottrazione, divisione, divisione euclidea, elevamento a potenza in N, in Z e in Q; principali
proprieta di tali operazioni e relazioni. La scomposizione in fattori primi dei numeri naturali;
massimo comun divisore e minimo comune multiplo. L’insieme R dei numeri reali verra
introdotto durante il corso; tuttavia, a quel punto sara data per acquisita (dai precedenti studi
nella Scuola Secondaria) una certa capacita di calcolo con i numeri reali, e in particolare con i
radicali.

Polinomi, prodotti notevoli di polinomi e alcuni casi di scomposizione di polinomi;
teorema di Ruffini. Equazioni algebriche; risoluzione delle equazioni algebriche di 1° e 2°
grado ; risoluzione di quelle equazioni algebriche di grado superiore al 2° che possono essere
affrontate mediante la scomposizione dei polinomi e il teorema di Ruffini. Disequazioni intere
e fratte di 1° e 2° grado. Disequazioni di grado superiore al 2° che possono essere affrontate
mediante la scomposizione dei polinomi e il teorema di Ruffini.

Nozioni essenziali di geometria piana: rette, angoli, triangoli; segmenti
commensurabili; misura dei segmenti commensurabili con I’unita di misura fissata; le
isometrie del piano.

Trigonometria piana: definizione delle funzioni sin, cos, tg, cotg; le due relazioni
sin(a)
cos(x)
cos; il “teorema dei seni” e il “teorema del coseno”.

fondamentali: sin?(a) + cos?(a) = 1, tg(a) = ; le “formule di addizione” per sin e

Per i fatti essenziali sulle isometrie del piano e le nozioni utili di trigonometria piana il
lettore puo utilmente consultare [1], distribuito in rete assieme a questi appunti.
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E inevitabile la presenza in questi appunti di errori materiali; inoltre, per quanto mi sia
sforzato di conciliare il rigore con la chiarezza, alcuni brani del testo possono risultare poco
comprensibili. Saro grato a tutti coloro, e specialmente agli studenti, che vorranno segnalarmi
qualunque problema, dai piu banali errori di stompa alle oscurita nell’esposizione.

Firenze, 26.1.2008
Marco Barlotti

[BIBLIOGRAFIA|

[1] M. Barlotti
Richiami su isometrie, angoli orientati e trigonometria piana
http://www.dmd.unifi.it/marcobar/Istituzioni/Richiami.pdf
http://marcobar.outducks.org/Istituzioni/Richiami.pdf

[2] G. C. Barozzi, C. Corradi
Matematica Generale per le scienze economiche
il Mulino, Milano (1997)

[3] G. C. Barozzi, C. Corradi
Matematica Generale per le scienze economiche: Esercizi
il Mulino, Milano (1998)

[4] G. Choquet
L’enseignement de la Géométrie
Hermann, Paris (1964)

[5] G. Devoto, G. C. Oli
Il dizionario della lingua italiana
Le Monnier, Firenze (1990)

[6] E. Giusti
Esercizi e complementi di analisi matematica
Bollati Boringhieri, Torino (1991)

[7] P. R. Halmos
Naive set theory
Van Nostrand, Princeton NJ (1966)

[8] P. R. Halmos
Teoria elementare degli insiemi
Feltrinelli, Milano (1970)



Marco Barlotti - appunti di ISTITUZIONI DI MATEMATICA - vers.2.22 - Pagina IV

9] D. Hilbert
Fondamenti della Geometria
Feltrinelli, Milano (1970)

[10] P. Marcellini, C. Shordone
Esercitazioni di Matematica
Liguori, Napoli (1988)

[11] G. Peano
Aritmetica generale e algebra elementare
Paravia, Torino (1902)

[12] G. Prodi
Istituzioni di Matematica
McGraw — Hill, Milano (1994)

[13] R. Scozzafava
Matematica di base
Masson, Milano (1992)

[14] A. Spinelli, L. Scaglianti
Guida all’esame di Matematica generale
CEDAM, Padova (1984)

A chi preferisca studiare su altri libri, segnalo come abbastanza omogenei al
programma che svolgo (in ordine decrescente di omogeneita) [12], [13] e [2].

Fra i libri di esercizi che conosco, credo di poter consigliare (in ordine crescente di
difficoltd) [14], [3], [10] e [6] .

Per approfondimenti, sono ottimi testi [4], [8] e [9] .

AVVERTENZA

Tutti i diritti di questa pubblicazione sono dell’autore.
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1.- INTRODUZIONE

1.1 - L’ impostazione assiomatica.

Ogni teoria matematica si sviluppa mediante definizioni e teoremi su cui poggiano a
cascata altre definizioni e altri teoremi. Ogni definizione spiega il significato di una parola, o
di un gruppo di parole, mediante altre parole. Ma e possibile definire tutte le parole? O, forse,
alcuni termini matematici possono essere definiti con vocaboli “non tecnici”, cioe del tutto
estranei alla teoria in esposizione, che quindi non hanno bisogno di spiegazione? La risposta &
negativa per entrambe le domande.

|Esempio 1.1.1]

Si chiama dizionario della lingua italiana una raccolta di parole e locuzioni della lingua
italiana (generalmente disposte in ordine alfabetico) per ciascuna delle quali & fornita una
spiegazione del significato. Tale spiegazione e data usando soltanto parole della lingua
italiana.
Nella edizione 1990 de “Il dizionario della lingua italiana” di Giacomo Devoto e Gian Carlo
Oli ([5]) leggiamo:

UOMO := L’individuo di sesso maschile della specie umana.

UMANO := Proprio dell’'uomo, in quanto rappresentante della specie.
Questo non é soddisfacente: infatti il lettore non pud comprendere la spiegazione del
sostantivo “UOMO” se non conosce il significato dell’aggettivo “UMANQ”; e non puo
comprendere la spiegazione dell’aggettivo “UMANO” se non conosce il significato del
sostantivo “UOMO”.

[Esempio 1.1.2|

La piu antica opera oggi conosciuta in cui la geometria viene trattata non come un sistema di
regole pratiche e nozioni empiriche ma come una “scienza razionale” e costituita dagli
“Elementi” di Euclide (matematico vissuto in Grecia nel 11l secolo a. C.). La teoria sviluppata
da Euclide costituisce ancor oggi uno strumento semplice e efficace per descrivere la realta
fisica (1) attorno a noi e per studiare fenomeni di varia natura.

1 almeno in prima approssimazione. Le descrizioni quantistico-relativistiche utilizzano una geometria
“diversa”, detta appunto “non euclidea”.
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Dovendo riferirsi a certi enti su cui costruire la geometria, Euclide ritenne necessario aprire la
sua opera con una serie di “definizioni”, ad esempio:

— Un punto e cio che non ha parti.

— Una linea € una lunghezza senza larghezza.

— Una superficie € cio che ha solo lunghezza e larghezza, ma non spessore.
Oggi queste “definizioni” non ci sembrano utilizzabili per sopportare il peso di una teoria.
Non si comprende infatti come si possa spiegare che cos’e un “punto” mediante la nozione di
“parte” senza poi precisare che cosa significhi “parte”; né come si possano definire “linea” e
“superficie” mediante le parole “lunghezza”, “larghezza” e “spessore” senza che queste
vengano a loro volta definite.

Lo sviluppo (nel diciannovesimo secolo) della critica ai fondamenti della matematica
(e in particolare della geometria euclidea) ha condotto a stabilire che una trattazione razionale
e rigorosa deve procedere assiomaticamente: cio significa che alla base della teoria non si
deve porre un sistema di definizioni; si assegnano invece certe parole (dette concetti primitivi)
e le regole precise (dette assiomi, o postulati) con le quali tali parole verranno utilizzate. In tal
modo anziché definire gli enti fondamentali si descrivono piuttosto le relazioni logiche che
intercorrono fra essi.

1.2 - La teoria degli insiemi.

La teoria degli insiemi puo essere utilizzata per una costruzione organica e coerente di
tutta la Matematica. Essa si & venuta sviluppando a partire dalla seconda meta del
diciannovesimo secolo grazie ai lavori di (fra gli altri) Georg Cantor (1845 — 1918), Friedrich
Ludwig Gotilds Frige (1848 — 1925) e Bertrand Russel (1872 — 1970), ed ha trovato una
sistemazione ormai classica ad opera di Ernst Friedrich Ferdinand Zermelo (1871 — 1953) e
Adolf Abraham Fraenkel (1891 — 1965).

Una rigorosa impostazione assiomatica (cfr. 1.1) esula certamente dalle nostre
possibilita (2). Noi utilizzeremo tuttavia il linguaggio degli insiemi; pur non formalizzandole
esplicitamente, cercheremo di stabilire “regole del gioco” chiare e precise che ci consentano di
utilizzare le parole “primitive” (insieme, elemento, appartiene, ...) senza cadere in formalismi
esasperati ma evitando imprecisioni che possano poi dar luogo a contraddizioni logiche.

Useremo dunque la parola “insieme” per indicare un ente completamente caratterizzato
dagli elementi che ad esso appartengono. Per sgombrare il campo da possibili fraintendimenti,
chiariamo subito che

211 lettore interessato puo consultare utilmente [7], se necessario nella traduzione italiana [8].
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— si usa il termine “elemento” per indicare cio che “appartiene” ad un “insieme”, senza che
cio prefiguri due mondi distinti, quello degli “elementi” e quello degli “insiemi”: anzi, gli
elementi di un insieme possono benissimo essere essi stessi insiemi;

— poiché un insieme resta completamente caratterizzato dai propri elementi, si conviene in
particolare che: due insiemi sono lo stesso insieme (si dice anche che coincidono) se e solo se
hanno gli stessi elementi.

1.3 - Prime notazioni sugli insiemi.

Siano A, B insiemi.

Se a e un elemento di A (cio si esprime anche dicendo che a appartiene ad A),
scriveremo acA

Se ogni elemento di A é anche elemento di B, diremo che A é un sottoinsieme di B
(oppure che & incluso, o contenuto in B) e scriveremo

A CB.
Se ACBeBCA,cioése Ae B hanno gli stessi elementi, A e B sono lo stesso
insieme e scriveremo A=B

(osserviamo qui esplicitamente che intenderemo sempre I’'uguaglianza nel senso “leibniziano”
di identita). In generale, se si deve provare che A = B, il procedimento migliore e appunto
quello di mostrare che ACc BeB C A.

Le scritture
a¢A A¢gB, A#B
indicano la negazione rispettivamente di a€ A, ACB e A=B (cioé significano
rispettivamente: a non & un elemento di A, A non € un sottoinsieme di B, A e B non sono lo
stesso insieme; quest’ultimo fatto si esprime anche dicendo che A e B sono diversi o distinti).
Se A C B e A £ B (cio si esprime dicendo che A é incluso propriamente in B, oppure
che A e un sottoinsieme proprio di B), scriveremo anche

c
A#B.

1.4 - Gli assiomi di Hilbert per la geometria piana.

Abbiamo ricordato in 1.1 la particolare attenzione che fu rivolta nel diciannovesimo
secolo ai fondamenti della geometria euclidea. In seguito a cid sono state proposte varie
costruzioni assiomatiche di tale geometria; noi faremo riferimento all’opera “Grundlagen der
Geometrie” di David Hilbert (1862-1943). Esula naturalmente dalle nostre possibilita uno
studio diretto dei concetti primitivi e degli assiomi fissati da Hilbert; ci riserviamo pero di
richiamarli in qualche occasione (si puo consultare [9]).

Ci fara comodo pensare al piano euclideo come a un insieme di punti nel quale
vengono individuati particolari sottoinsiemi detti rette, segmenti, ecc.. In questo contesto, la
nozione di incidenza fra il punto A e la retta R corrisponde all’appartenenza dell’elemento A
al sottoinsieme R del piano (con la notazione introdotta in 1.3: A € R).
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Alla nozione di retta come particolare sottoinsieme del piano faremo riferimento in
1.6, 1.7 e 1.8 per “rappresentare” altri insiemi (il senso di questa espressione potra essere
precisato solo in 4.4.4). A tale scopo, supporremo fissati una retta R e due punti di essa: O
(origine) e U (punto unita); il segmento OU sara la nostra unita di misura. Supponiamo note
dallo studio della geometria effettuato nella Scuola Secondaria Superiore le nozioni di
multiplo e sottomultiplo di un segmento, di commensurabilita fra segmenti e di misura rispetto
a OU dei segmenti commensurabili con OU (tale misura & in generale un numero razionale,
cfr. 1.8).

1.5 - Gli assiomi di Peano per i numeri naturali.

Vediamo un esempio particolarmente semplice e nello stesso tempo profondo: la
costruzione assiomatica proposta dal matematico italiano Giuseppe Peano (1858 — 1932) per i
numeri naturali.

Riportiamo, con qualche irrilevante aggiornamento nei termini (3), la formulazione di
[11]; la prima esposizione del sistema di assiomi € in un lavoro scientifico pubblicato nel
1891. | concetti primitivi sono indicati con la locuzione “numero naturale” e le parole “zero”,

“successivo”, “insieme” e “appartiene”. Gli assiomi sono i seguenti:

(P1) — Zero & un numero naturale.
(P2) — Ogni numero naturale ha un successivo, che & anch’esso un numero naturale.
(P3) — Sia A un insieme di numeri naturali. Supponiamo che zero appartenga ad A

e che per ogni numero naturale che appartiene ad A anche il suo successivo appartenga ad A,
allora ogni numero naturale appartiene ad A.

(P4) — Se due numeri naturali hanno lo stesso successivo, essi sono lo stesso
numero.

(P5) — Zeronon ¢ il successivo di alcun numero naturale.

Questi concetti primitivi e questi assiomi sono sufficienti per definire tutte le usuali
nozioni relative ai numeri naturali e per dimostrarne le proprieta. Ad esempio, si definisce il
numero “uno” come il successivo di zero; il numero “due” come il successivo di “uno”; il
risultato della somma m + n come il successivo del successivo del successivo... (n volte) di
m; il risultato del prodotto m - n come il risultato della somma di » numeri tutti uguali a m;
ecc. ecc..

L’assioma (P3) e detto anche principio di induzione. Esso fornisce il sostegno teorico
a un’importante tecnica di dimostrazione, detta appunto dimostrazione per induzione, sulla
quale torneremo in 2.5.

3Ad esempio, Peano scrive “classe” anziché “insieme”, e scrive “numero” tout-court anziché “numero
naturale”.
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1.6 - Ancora sull’insieme dei numeri naturali.

Abbiamo visto in 1.5 un sistema di assiomi per I’insieme dei numeri naturali, che
indichiamo con N. Supporremo note dagli studi precedenti le informazioni essenziali su tale

insieme; non preciseremo qui dunque che cosa si intende con le parole “somma”, “prodotto”,
“minore”, ecc. Ricordiamo pero esplicitamente la seguente importante proprieta di N:

|Osservazione 1.6.1]

Comunque presi due numeri naturali a, b con b # 0, restano univocamente determinati due
numeri naturali ¢, r tali che a=bqg+r e r<b.
Essi si dicono rispettivamente quoziente e resto della divisione euclidea di a per b.

Per rappresentare sulla retta (come accennato in 1.4) un numero naturale n, si procede
come segue. Si considera un segmento ON di misura n, avente il primo estremo nell’origine O
e il secondo estremo nella semiretta individuata da O contenente U; il secondo estremo del
segmento ON ¢ il punto della retta che “rappresenta” il numero n.

Siano fissati un insieme A di numeri e uno o piu simboli (generalmente, lettere di
qualche alfabeto: =, y, a, b, ¥, ...).

Ricordiamo che si dice equazione algebrica in A nell’incognita = un’uguaglianza fra
due polinomi (a coefficienti in A, nella indeterminata =) della quale ci si chiede per quali
valori di z scelti in A sia verificata; gli elementi di A che sostituiti a x verificano
I’uguaglianza si dicono le soluzioni in A dell’equazione data.

Analogamente si definiscono le equazioni algebriche in piu incognite x, y, a, b, ¢, ...:
si veda, ad es., 14.1. Si estende anche la nozione di equazione considerando espressioni piu
complesse dei polinomi, /0 insiemi A i cui elementi non sono numeri: in questo caso pero
non si parla di equazione “algebrica” ma si usa un altro opportuno aggettivo.

Risolvere un’equazione in A significa trovarne le soluzioni.

Siano a, b € N. In generale, I’equazione x + a = b nell’incognita = non ha soluzioni
in N.

|Esempio 1.6.2

L’equazione z+2 =1 nell’incognita « non ha soluzioni in N.
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1.7 - L’insieme Z dei numeri interi.

Si indica con Z I’insieme dei numeri interi (..., -3, —2, —1,0,+1, +2, +3, ...).
Come gia per N, supponiamo note dagli studi precedenti le informazioni essenziali su Z e non
precisiamo che cosa si intende con le parole “somma”, “prodotto”, “minore”, ecc..

Ricordiamo solo che gli interi diversi da 0 si distinguono in positivi (quelli maggiori di
0, che si identificano con i numeri naturali maggiori di 0) e negativi (quelli minori di 0).

L’insieme dei numeri interi positivi si indica con Z*; é usuale identificare (e anche noi
lo faremo) Z* U {0} con N. L’insieme dei numeri interi negativi si indica con Z~.

|Osservazione 1.7.1]

Si estende all’insieme Z la nozione di divisione euclidea ricordata in 1.6.6: comunque presi
due numeri interi a, b con b # 0, restano univocamente determinati due numeri interi g, r
(detti rispettivamente quoziente e resto) tali che a=bq+r e 0<r< |b].

|Esercizio 1.7.2]

Si determinino quoziente e resto della divisione euclidea di 18 per — 5, della divisione
euclidea di — 18 per 5 e della divisione euclidea di — 18 per — 5.

Ricordiamo anche la nozione di “valore assoluto” per i numeri interi. Sia z € Z; si dice
valore assoluto di z, e si indica con | z |, il numero naturale cosi definito:

|z| =2z se z>0, |z| = —2zsez<0.

I numeri interi si rappresentano sulla retta con gli stessi punti che rappresentano i
numeri naturali e con i loro simmetrici rispetto all’origine.

Per ogni scelta dei numeri interi a e b, I’equazione = + a = b nell’incognita = ha
soluzioni in Z. In generale, pero, I’equazione axz = b (con a, b € Z e a # 0) nell’incognita x
non ha soluzioni in Z.

|[Esempio 1.7.3]

L’equazione 2z =1 nell’incognita = non ha soluzioni in Z.
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1.8 - L’insieme Q dei numeri razionali.

Si indica con Q I’insieme dei numeri razionali, rappresentabili come e noto nella forma
“Lcon m, n numeri interi. Si noti che & opportuno distinguere fra la frazione - e il numero
razionale che tale frazione rappresenta (cio sara precisato meglio in 6.3.6); ricordiamo inoltre
che ogni numero razionale si puod rappresentare con infinite frazioni (4).

Come gia per N e Z, supponiamo note dagli studi precedenti le informazioni essenziali
su Q e non precisiamo che cosa si intende con le parole “somma”, “prodotto”, “minore”, ecc..
Ricordiamo solo quanto segue.

Un numero razionale si dice positivo se & maggiore di 0, negativo se & minore di 0.
L’insieme dei numeri razionali positivi si indica con Q*; quello dei numeri razionali negativi
si indica con Q.

Il sottoinsieme di Q costituito dai numeri rappresentabili nella forma <, con n € Z, si

identifica usualmente con Z, e anche noi lo faremo. Con questa convenzione, e quella analoga
introdotta in 1.7, sihadunque N C Z C Q.

Il numero razionale 2= (con m, n € Z) si rappresenta sulla retta (come accennato in
n

1.4) col secondo estremo del segmento di misura Il che ha il primo estremo nell’origine O e

[n]
giace nella semiretta individuata da O contenente U (se - > 0) oppure nella semiretta

opposta (se - < 0). Si noti che i punti cosi individuati al variare di - sono “densi”, nel
senso che fra due di essi ¢’é sempre un altro punto che corrisponde a un numero razionale.

Si estende anche all’insieme Q la nozione di “valore assoluto”.

Sia z € Q; si dice valore assoluto di z, e si indica con | x |, il numero razionale (non
negativo) cosi definito:

T sex >0
—x sex <O0.

Per ogni scelta di a e b in Q, hanno soluzioni in Q sia I’equazione = +a =154
(nell’incognita z) che (purché sia a # 0) I’equazione ax = b (nell’incognita x).

Pero, in generale, se n € N e a € Q, I’equazione =" = a (nell’incognita x) non ha
soluzioni in Q:

4 La frazione - si dice ridotta ai minimi termini se il massimo comun divisore fra m e n € 1 (ossia se,

una frazione ridotta ai minimi termini il cui denominatore sia positivo.
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[Teorema 1.8.1]

L’equazione x> = 2 non ha soluzione in Q.

Dimostrazione — Supponiamo per assurdo (si veda la sez. 2.4 piu avanti) che esista
un numero razionale z tale che 2? = 2.

_m > 2 _ 2 __ 2
Posto x = ™ conm,n € Z\{0}, sara 5 = 2 e dunque m* = 2n°.

Osserviamo che nella scomposizione in fattori primi del quadrato di qualsiasi numero
intero ogni fattore primo compare sempre con esponente pari: infatti se p compare con
esponente £ nella scomposizione in fattori primi di a, allora p compare con esponente 2k in
quella di a?.

Consideriamo ora la scomposizione in fattori primi di n?: in essa, per quanto appena
osservato, il fattore “2” compare con esponente pari. Dunque il fattore “2” compare con
esponente dispari nella scomposizione in fattori primi di 2n?, ossia di m?; e cio € assurdo, di
NUOVO per quanto si & osservato sopra (si ricordi che la scomposizione in fattori primi di un
numero intero € unica).
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2.- ELEMENTI DI LOGICA

2.1 - Introduzione.

Si é detto in 1.1 che gli assiomi costituiscono le “regole precise” con le quali vengono
utilizzati i concetti primitivi. Il lettore attento si sara accorto che cio non e del tutto esatto: ad
esempio, quando affermiamo che “Zero ha un successivo, che & anch’esso un numero
naturale” (il che ci consente di dare la definizione di “Uno”) non utilizziamo solo gli assiomi
(P1) e (P2) di 1.5 ma anche una regola deduttiva nota come modus ponens. In effetti, a monte
dei concetti primitivi e degli assiomi ci sono delle piu generali “regole di ragionamento” che
sono studiate da un particolare ramo della Matematica detto Logica matematica.

Noi non possiamo affrontare il complesso apparato della Logica matematica (che,
naturalmente, dovrebbe essere introdotto per via assiomatica). Riassumiamo in 2.2 e 2.3 quelle
poche nozioni e i semplici risultati che avremo poi occasione di utilizzare esplicitamente.

2.2 - Elementi di calcolo delle proposizioni.

Cio che vogliamo fare &, intuitivamente, questo: date alcune affermazioni (dette
proposizioni, o0 enunciati), per ciascuna delle quali possiamo dire (non importa in base a che
cosa) se e vera oppure falsa, stabilire un criterio per costruire altre frasi (pitu “complesse”;
anch’esse saranno dette proposizioni 0 enunciati) e decidere “automaticamente” la verita o
falsita di queste ultime.

Non cerchiamo di definire che cos’e una proposizione; useremo la parola enunciato
come sinonimo di proposizione. Conveniamo che ad ogni proposizione resti associato uno e
uno solo dei due numeri naturali 0 e 1 (che viene detto valore di verita della proposizione) (°).
Un enunciato si dice vero se ha valore di verita 1, si dice invece falso se ha valore di verita 0.
Se a, b sono proposizioni, scriveremo

a~b

per indicare che a e b hanno lo stesso valore di verita (ossia, Sono entrambe vere oppure sono
entrambe false).

5 Col linguaggio che sara introdotto in 4.2, potremmo dire che il valore di verita & una funzione
dall’insieme delle proposizioni in {0, 1}.
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Dato un insieme di proposizioni, ciascuna col suo valore di verita, possiamo costruire
altri oggetti, che chiameremo ancora proposizioni, utilizzando (anche ripetutamente) i sei
simboli (, ), =, V, A, = e le seguenti regole:

— Se a & una proposizione, anche — (a) & una proposizione (che si legge: “non a”).
— Se @, b sono proposizioni, anche (a) v (b) & una proposizione (che si legge: “a oppure b”).
— Se a, b sono proposizioni, anche (a) A (b) & una proposizione (che si legge: “a e b”).

— Se a, b sono proposizioni, anche (a) = (b) e una proposizione (che si legge: “a implica
b”, 0 anche “da a segue b”).

Alle proposizioni — (a), (a) V (b), (a) A (b), (a) = (b) assegniamo un valore di verita
completamente determinato dai valori di verita di a e b, con le seguenti regole:

— il valore di verita di — (a) é: 1 se il valore di verita di a & 0; 0 altrimenti;

— il valore di verita di (a) v (b) é: 0 se entrambe le proposizioni a, b hanno valore di verita 0;
1 altrimenti;

— il valore di verita di (a) A (b) é: 1 se entrambe le proposizioni a, b hanno valore di verita 1;
0 altrimenti.

— il valore di verita di (a) = (b) & 0 se la proposizione a ha valore di verita 1 e la
proposizione b ha valore di verita 0; 1 altrimenti.

I quattro simboli -, v, A, = si dicono connettivi proposizionali (rispettivamente:
negazione logica, disgiunzione logica, congiunzione logica e implicazione logica). | due
simboli (e ) si dicono parentesi ausiliarie e usualmente si omettono quando cio non dia luogo
ad ambiguita: dunque (ad esempio) si scrive a Vv b in luogo di (a) Vv (b), e si scrive a = b in
luogo di (a) = (b); ma non si considera accettabile (perché ambigua) la scritturaa Vv b = c.
Si scrive talvolta a < b come abbreviazione di (a = b) A (b = a).

|Osservazione 2.2.1]

Le proposizioni che consideriamo sono generalmente espresse con parole della lingua italiana
e simboli matematici. Tuttavia, per cio che diremo, non ha interesse la proposizione in sé ma il
suo valore di verita; niente impedisce percio in teoria di calcolare il valore di verita per

espressioni come (5 & un numero primo) A (Francesca ¢ bella)
oppure (Andrea é simpatico) = (125 é un quadrato perfetto)
0 anche (fugjkhl mkl fg%4$) v (ghjoooooi)

purché si sia stabilita preliminarmente il valore di verita per le proposizioni “Francesca é
bella”, “Andrea & simpatico” (assumendosene ogni responsabilita... nei confronti degli
interessati!), “fugjkhl mkl fg%4$” e “ghjoooooi”. Per quanto riguarda proposizioni su enti
matematici (le uniche che interverranno nei nostri esempi) converremo che il valore di
verita sia quello risultante dalla usuale teoria matematica.
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[Esempio 2.2.2|

Sono esempi di proposizioni vere le seguenti:
2 € un numero pari) A (4 € un numero pari);
2 & un numero pari) V (3 & un numero pari);

(
(
(3 & un numero pari) = (4 € un numero pari);
(3 & un numero pari) = (5 € un numero pari);
(

= (3 & un numero pari)) A (4 € un numero pari).

Sono esempi di proposizioni false le seguenti:
(2 e un numero pari) A (3 e un numero pari);
(—m(2+3=5))V(1>2);

((3 & un numero pari) V (4 & un numero pari)) = (5 & un numero pari).

Non sono esempi di proposizioni le seguenti:
(2 & un numero pari) A V (4 & un numero pari);
=V (2 & un numero pari) A (5 & un numero primo);

A (2 € un numero pari)— (3 & un numero pari).

Inoltre:
“2 € un numero pari” ha lo stesso valore di verita di “2 + 3 = 5" ;

“5 e un numero pari” ha lo stesso valore di verita di “39 &€ un numero primo” .

|Osservazione 2.2.3]

Siano a e b proposizioni. Se a e a=-b sono vere, allora b & vera (questa “regola di
dimostrazione” é nota col nome di “modus ponens”); se a = b € vera e b é falsa, allora a &
falsa.

Dimostrazione — Supponiamo che a e a = b siano vere; poiché a e vera, se b fosse
falsa allora a = b sarebbe falsa; dunque b non é falsa, e quindi b e vera. Supponiamo ora che
a = b sia vera e b sia falsa; poiché b é falsa, se a fosse vera allora a = b sarebbe falsa;
dunque a non é vera, e quindi a é falsa.
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|Osservazione 2.2.4]

Siano pi, p2, ..., Pr Proposizioni. Se p; = P2, P2 = P3, ..., Pn_1 = Pn SONO Vere, allora
p1 = pPn € Vera.

Dimostrazione — Proviamo I’asserto per n = 3 (in generale si potrebbe procedere per
induzione, cfr. 2.5). Siano a, b, ¢ proposizioni tali che a = b e b = ¢ sono vere. Se a e falsa,
certamente a = C € vera; se a e vera, allora b & vera (osservazione 2.2.3): ma allora, ancora
per I’osservazione 2.2.3, ¢ é vera; dunque in ogni caso a = C € vera.

Siano date alcune proposizioni a, b, c, ... ed altre proposizioni py, p2, Ps, ... costruite
a partire da esse mediante i connettivi come descritto sopra.

E spesso conveniente scrivere delle tabelle che esprimano i valori di verita per p;, pz,
ps, ... in funzione di tutti i possibili valori di verita di a, b, c, ... tali tabelle si dicono tabelle
di verita per p1, p2, Ps, - ... Ad esempio:

a|-a|-(-a)

0] 1 0

110 1
alblavb|bval|aAb|bAa|(-a)Vvb|la=D
010 0 0 0 0 1 1
0]1 1 1 0 0 1 1
110 1 1 0 0 0 0
111 1 1 1 1 1 1

Si noti che dall’esame di una tabella di verita si puo dedurre che certe proposizioni
costruite con I’'uso dei connettivi a partire da altre assumono lo stesso valore di verita
qualunque sia il valore di verita delle proposizioni che le compongono (si dice allora talvolta
che sono logicamente equivalenti). Cosi, dalle precedenti tabelle di verita si ricava che:

|Osservazione 2.2.5]

Qualunque siano le proposizioni a e b,

a ~ -(-a);
avb ~ bva;
anb ~ bAa;

a=b ~ (-a)Vvb.
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Dalle seguenti tabelle di verita

albjavb|-(avb)|-a|-b| (-a)A(-b)
00 0 1 1 1 1
0]1 1 0 1 0 0
110 1 0 0 1 0
111 1 0 0 0 0
a|lblaAb|—-(aAb)|—-a|-b| (-a)V(-b)
00 0 1 1 1 1
01 0 1 1 0 1
110 0 1 0 1 1
111 1 0 010 0

si ricavano le cosiddette leggi di De Morgan:

|Osservazione 2.2.6]

Qualunque siano le proposizioni a e b,
—(aVvb) halostesso valore di veritadi (—a) A (—b)

e —(aAb) halostesso valore di veritadi  (—a) Vv (—b).

|[Esercizio 2.2.7]

Dimostrare, scrivendo le opportune tabelle di verita, che, qualunque siano le proposizioni a e
b,

a=Db halostesso valore diveritadi (—-b) = (—a)

e —(a=-b) halostesso valore di veritadi a A (—b).

|Esercizio 2.2.8]

Dimostrare mediante opportune tabelle di verita quanto gia visto nelle osservazioni 2.2.3 e
2.2.4,
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2.3 - Elementi di calcolo dei predicati.

Sia A un insieme. Fissato un simbolo (ad esempio, z) che chiameremo variabile,
consideriamo certi enti che diremo proposizioni aperte (o predicati) con variabile libera = su
A. Come gia in 2.2 per le proposizioni, non cerchiamo di dare una definizione di proposizione
aperta; stabiliamo solo la seguente regola: se p(z) & una proposizione aperta con variabile
libera = su A, deve esistere un criterio che per ogni a € A permette di ricavare da p(x) una
proposizione (nel senso di 2.2), che diremo ottenuta da p(z) sostituendo a ad « e indicheremo
con p(a). Generalmente, una proposizione aperta con variabile libera x su A & espressa
mediante una locuzione della lingua italiana (eventualmente con simboli matematici) in cui
compare la x; e per ogni a € A si ottiene una proposizione proprio col “sostituire” (nel senso
letterale di “mettere una cosa nel luogo di un’altra”, cfr. [5]) a ad x.

|Esempio 2.3.1]

Sono proposizioni aperte con variabile libera = su N:
3 e un divisore di z;
r+1>10;
(x > 5) A (xépari) ;
(x € pari) = (x € multiplo di 4).

Si noti che ciascuna di esse non & né vera né falsa (solo le proposizioni sono vere o false!).
Pero: sostituendo 6 alla variabile x, la prima e la terza diventano proposizioni vere, la seconda
e la quarta diventano proposizioni false; sostituendo 12 alla variabile x, diventano tutte
proposizioni vere; sostituendo 2 alla variabile x, diventano tutte proposizioni false.

Non sono invece proposizioni aperte con variabile libera z su N:

y+1>10; x € grande ; G+zx=T-ANzx.

[Esercizio 2.3.2]
Si stabilisca se la seguente proposizione aperta con variabile libera z su N

(x € pari) = (x € multiplo di 4)
diventa una proposizione vera sostituendo alla  ciascuno dei seguenti numeri naturali:
7, 8,9, 10.
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A partire dai predicati si possono ottenere enunciati utilizzando due simboli speciali 3
e V (detti rispettivamente quantificatore esistenziale e quantificatore universale) e le seguenti
regole:

Sia A un insieme, e sia p(x) una proposizione aperta con variabile libera x su A.

La (Fz € A)(p(x))

e una proposizione (che si legge “esiste almeno un = in A tale che p(x)”) alla quale si assegna
il seguente valore di verita: 1 se si puo trovare un elemento a di A che sostituito alla = da
luogo ad una proposizione vera, 0 altrimenti.

La (Ve € A)(p(x))

e una proposizione (che si legge “per ogni = p(x)”) alla quale si assegna il seguente valore di
verita: 1 se ogni elemento a di A sostituito alla = da luogo ad una proposizione vera, 0
altrimenti.

Se é chiaro dal contesto quale sia I’insieme A considerato, si scrive 3z(p(x)) anziché
(3z € A)(p(zx)) e si scrive VYz(p(z)) anziché (Vx € A)(p(x)). Si usano anche le seguenti
convenzioni:

sidiceche 3z (p(z)) e veral[risp.falsa]in A se (Jz € A)(p(x)) & vera [risp. falsa]
esidiceche Vz(p(z))éveral[risp.falsa]in A se (Vx € A)(p(x)) é vera [risp. falsa].

|Esempio 2.3.3]

Sono proposizioni vere in N le seguenti:
dz ((z > 2) = (= € multiplo di 10)) ;
Vo ((z < 16) V (22 > 30)) .
Sono proposizioni false in N le seguenti:
dx ((2z édispari) V(z + 1=z —1));
Vz ((x > 2) = (z e multiplo di 10)) .
La proposizione dz (2x =3) éfalsainNeZ, edéverainQ.

La proposizione Vx (z >0) eéeverainNedéfalsainZe Q.
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[Esercizio 2.3.4]
Per ciascuna delle seguenti proposizioni si stabilisca se € vera oppure falsa in N:

Vz ((x € pari) = (x @ multiplo di 4)) ;
Vz ((x @ multiplo di 4) = (x & pari)) ;
3z ((« € pari) A (z & multiplo di 3)) ;
Va ((x & pari) V (« @ multiplo di 3)) ;
Vo ((x epari) V (z — 1 e multiplo di 4) V (x 4+ 1 € multiplo di 4)).

|Osservazione 2.3.5]

Sia A un insieme i cui elementi sono ay, as, ..., a, (dove n & un numero naturale)(8). Se p(z)
e un predicato su A,

Vz (p(xz)) halo stesso valore diveritadi  p(az) Ap(ag) A ... Ap(ay);
Jdx (p(x)) halo stesso valore di veritadi  p(ay) Vp(az) V... Vp(ay).

In questo senso, i quantificatori si possono considerare una generalizzazione dei connettivi Vv
e A, e le due osservazioni che seguono si possono considerare una estensione delle leggi di
De Morgan (2.2.6).

|Osservazione 2.3.6]

Qualunque sia I’insieme A, e qualunque sia il predicato p(x) su A,
- (Vz (p(x))) halo stesso valorediveritadi Jz (—p(x)).

Dimostrazione — Sono possibili due casi: Vz (p(x)) € vera, oppure Vz (p(z)) é falsa.

Supponiamo in primo luogo che Vx (p(x)) sia vera (e quindi = (Vx (p(z))) sia falsa); allora
ogni elemento di A sostituito alla = in p(z) da luogo ad una proposizione vera, e dunque
sostituito alla = in = p(z) da luogo ad una proposizione falsa: non si puo percio trovare alcun
elemento di A che sostituito alla = in —p(z) dia luogo ad una proposizione vera, e dunque la
proposizione Jz(—p(x)) é falsa.
Supponiamo poi che Vz (p(x)) sia falsa (e quindi — (Vx (p(z))) sia vera): allora non ogni
elemento di A sostituito alla = in p(«) da luogo ad una proposizione vera; c’é, in altri termini,
un opportuno a € A per il quale p(a) e falsa, e quindi —p(a) e vera: cio significa che la
proposizione 3z (- p(x)) € vera.

6 Con Ia notazione che introdurremo in 3.2, A:={ay, ag, ..., a,}. Si puod descrivere questa situazione
dicendo che A € un insieme finito.
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|Osservazione 2.3.7]

Qualunque sia I’insieme A, e qualunque sia il predicato p(x) su A,
= (Jz (p(x))) halo stesso valore diveritadi Va (—p(z)).
Dimostrazione — Per quanto visto in 2.2.5 e 2.3.6, si ha che
Vz (-p(z)) ~ = (= (Vo (=p(@)))) ~ =@z (= (=p(x)))) ~ ~ (3= (p(z)))
e cio é proprio quel che si voleva dimostrare.

|Esercizio 2.3.8]
Si dimostri che, qualunque sia I’insieme A, e qualunque sia il predicato p(z) su A,

dz (p(z)) halo stesso valore di veritadi = (Vx (—p(z)))
e Vz (p(x)) halo stesso valore di veritadi  — (3z (= p(x))).

|Osservazione 2.3.9]

Sia A un insieme, e siano p(z), q(x) predicati su A. Se per ogni a € A I’enunciato p(a) ha lo
stesso valore di verita dell’enunciato q(a), allora

Jz (p(x)) halo stesso valore di veritadi 3z (q(z))
e Va (p(z)) halo stesso valore di veritadi  Vz (q(x)).
Tenendo conto di quanto visto nella sez. 2.2, si puo cosi ad esempio affermare che
Jdz (= (p1(x) Ap2(z))) halostesso valore diveritadi 3z ((—p1(x)) V (= p2(z)))
eche Vz (—-pi(x)Vp2(x)) halostessovalorediveritadi Vz (pi(z) = p2(x)).

Dimostrazione — Supponiamo che Jx (p(z)) sia vero. Allora si pu0 trovare un
elemento a, € A per il quale p(a,) € vero; per ipotesi, anche q(a,) € vero, e dunque 3z (q(x))
e vero. Supponiamo ora che Jz (p(z)) sia falso. Allora per ogni a € A p(a) é falso, e quindi
anche g(a) é falso; dunque 3z (q(x)) e falso.

Supponiamo poi che YV (p(x)) sia vero; allora p(a) € vero per ogni a € A; per ipotesi,
anche qg(a) & vero per ogni a € A, e dunque Vx (q(x)) € vero. Supponiamo infine che
Vx (p(x)) sia falso. Allora si puo trovare un elemento a, € A per il quale p(a,) € falso; per
ipotesi, anche g(a,) € falso, e dunque Vz (q(x)) é falso.
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[Esercizio 2.3.10]
Si provi che, qualunque sia I’insieme A, e qualunque siano i predicati p(x) e q(z) su A,
Jz (p(z) vd(x)) halostesso valore diveritadi (3= (p(z))) VvV (3z (q(x)))
e Vz (p(xz) Aq(z)) halostessovalorediveritadi (Vx (p(x))) A (Vz (q(z))).

su N, che in generale

(z
Si osservi poi, scegliendo opportunamente due predicati p(x) e q(z)
Jdz (p(z) Aq(x)) non ha lo stesso valore di veritadi  (3z (p(x))) A (3z (q(x)))

e Vz(p(x)Vvq(z)) nonhalostessovalorediveritadi (Vx (p(z)))V (Vz(q(x))).

Le osservazioni che abbiamo fatto nelle sezioni 2.2 e 2.3, e in particolare 2.2.5, 2.2.6,
2.2.7, 2.3.6, 2.3.7 e 2.3.9, ci permettono di semplificare utilmente espressioni logiche anche
complesse.

[Esempio 2.3.11]

Si ha la seguente catena di proposizioni che hanno a due a due lo stesso valore di verita:
—(Jz(p(x) A (=a(x)))) ~ Vo (=(p(z) A(=a(z))))) ~
~ Vo ((=p(x)) V(= (=a()))) ~ Vz((=p(z))V(q(x))) ~ Vz(p(z) = q(z)).

La nozione di “proposizione aperta (o predicato) con variabile libera = su un insieme”
si estende al caso in cui vi siano piu variabili, anche con la possibilita che queste assumano
valori su insiemi diversi. Resta essenziale che valga la seguente regola: se p(z1, z2, ..., Tn) €
una proposizione aperta con variabili libere z1 su Az, z2 SuU Ag, ..., T, SU A, deve esistere un
criterio che per ogni a; € A; permette di ricavare da p(:cl,x2, ..., Tp) UNA proposizione

p(as, ag, ..., ap).

Una proposizione aperta con due [risp. tre] variabili libere si dice anche predicato
binario [risp. ternario].

[Esempio 2.3.12]

Sono predicati binari con variabili libere z su Q e n su N:
(I1+x)">1+nz;

22 = gn 4 g2,



Marco Barlotti - appunti di ISTITUZIONI DI MATEMATICA - vers. 2.22 - Pagina 19

Mediante I’uso dei quantificatori (con regole del tutto analoghe a quelle gia viste) da
predicati con n variabili libere si possono ottenere proposizioni aperte con un numero
inferiore di variabili libere o addirittura enunciati.

|Esempio 2.3.13|

Dalla proposizione aperta su N rT+y=2>5
si ricavano i seguenti predicati su N

Ve(z+y=5); Vyl+y=5); J(z+y=5); Tyl@+y=>5)
e i seguenti enunciati su N

VaVy(z +y =5); VyVe(z +y =5) ;
Vedy(z +y =5); Vydx(x +y =5);
JaxVy(z +y =5); JyVr(z +y =5);
dxJy(x +y =5) ; Jydz(r +y =5)

dei quali i primi sei sono falsi e gli ultimi due sono veri.

|Osservazione 2.3.14]

Si noti che in generale é essenziale I’ordine in cui si scrivono i quantificatori. Per esempio, se
p(z, y) & un predicato binario su un insieme A qualunque, si ha che

VaVyp(z,y) ~ VyVep(z, y) e Jz 3y p(z,y) ~ JyIzpz,y)
mentre Vz Jyp(z, y) non hain generale lo stesso valore di veritadi 3y Vz p(z, y)

e Vy 3z p(x, y) non hain generale lo stesso valore di verita di 3z Vy p(z, y).

|Esempio 2.3.15|

La Vzdy(x<y) everainN,mentrela 3JyVz(zr <y) éfalsain N;analogamente, la
JrVy (x >y) efalsainN, mentrela Vy3z(x>y) everainN.

Essendo falsala JyVz (x <y), € necessariamente vera la sua negazione. Ricordiamo che
(Ve (z <y)) ~Vy (= (Ve (z <y)) ~VyIz (= (z <y)) ~VyIz(z > y);
in effetti, la proposizione Vydx(z > y) e vera.
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|Esercizio 2.3.16]
Per ciscuno dei seguenti enunciati, si dica se e vero o falso in N, in Z e in Q:
Vedy(z +y=6); VaVy(x+y=06); JaVy(r+y=6); Jzy(x+y=56);
Vedy(zy =6); VaVy(zy =6); FaVy(ry=06); FxIy(zy=26);
Vedy(xzy =0); VaVy(zy=0); JaVy(zy=0); FrIy(zy=0).

2.4 - | teoremi, e come si dimostrano.

Chiamiamo “teorema” una proposizione vera. Molto spesso un teorema e un enunciato
della forma (Vz € A)(Hp(z) = Th(z))

dove Hp(z) e Th(z) sono proposizioni aperte dette rispettivamente ipotesi e tesi del teorema;
I’insieme A si dice talvolta ambito di validita del teorema. Un teorema di questa forma si
esprime anche dicendo che Hp(xz) & condizione sufficiente per Th(x) oppure,
equivalentemente, che Th(z) & condizione necessaria per Hp(z); si dice anche che

Th(x) se Hp(x)
oppure che Hp(z) solo se Th(x).

|[Esempio 2.4.1|

(Vx € Z) ((x € multiplo di 4) = (z & pari))
e un teorema (cfr. esercizio 2.3.4). L’ipotesi &
Hp(x) := “z € multiplo di 4” ;
la tesi & Th(z) := “z e pari”.

L’ambito di validita del teorema € Z (di fatto, fra gli insiemi numerici che conosciamo, Z & “il
pit ampio” in cui si usino le nozioni di “multiplo” e “pari”). Il teorema puo essere enunciato
nei seguenti modi, tutti equivalenti anche se non tutti ugualmente espressivi:

— Se un numero & multiplo di 4 allora é pari.

— Essere multiplo di 4 e condizione sufficiente per essere pari.
— Essere pari & condizione necessaria per essere multiplo di 4.
— Un numero ¢ pari se e multiplo di 4.

— Un numero & multiplo di 4 solo se ¢ pari.
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Talvolta un teorema & invece della forma
(Vz € A)(P(z) & Q(x))

e si esprime dicendo che P(x) é condizione necessaria e sufficiente per Q(x) o anche che
Q(x) se e solo se P(x). Ricordando il significato del simbolo < e quanto visto in 2.3.10, un
teorema di questa forma si trasforma in

(Ve € A)(P(z) = Q(z)) A (Vo € A)(Q(x) = P(x))

e quindi si dimostra assumendo prima come ipotesi P(x) e come tesi Q(z), poi come ipotesi
Q(x) e come tesi P(x).

|Esempio 2.4.2]

(Vz € Q) ((x = 0) & (22 =0))
e un teorema che si puo esprimere cosi:

— Condizione necessaria e sufficiente perché il quadrato di un numero sia 0 & che il numero
stesso sia 0.

Oppure, equivalentemente:
— Il quadrato di un numero & 0 sse il numero stesso é 0.

L’ambito di validita del teorema é Q; quando avremo introdotto I’insieme R dei numeri reali,
vedremo che anche in R vale un analogo teorema; invece in (ad esempio) Z, il quadrato di un
numero diverso da zero puo essere zero (cfr. 8.6.6).

Vediamo dunque come si puo dimostrare che
(Vx € A)(Hp(z) = Th(z)).

Sia a € A. Per quanto osservato in 2.2.4, per dimostrare che Hp(a) = Th(a) basta
provare per certe opportune “proposizioni intermedie”  pi(a), p2(a), ..., p.(a) che

Hp(a) = pi(a), pi(a)=p2@), ..., pn(d)= Th(a).

Tuttavia, & qualche volta preferibile dimostrare non direttamente il teorema ma un
enunciato che ha lo stesso valore di verita; ad esempio, ricordando 2.2.7 e 2.3.9, anziché
(Vz € A)(Hp(z) = Th(z)) si pud dimostrare

(Ve € A)((=Th(z)) = (=Hp(z))).
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Un caso particolarmente importante & quello delle dimostrazioni per assurdo.

Per dimostrare che € vera una proposizione «, si procede talvolta come segue. Sia f
una proposizione falsa; se € vera la (ma)=f

allora é certamente vera «. Infatti per quanto abbiamo convenuto la proposizione (—«) = f é
vera se e soltanto se -« € falsa oppure f & vera; essendo f falsa, se & vera la proposizione
(ma) = f deve essere falsala (—«a) e dunque deve essere vera «.

Si noti che nel caso che « sia della forma
(Vx € A) (Hp(z) = Th(x))
per il teorema 2.3.6 la — « ha lo stesso valore di verita di
(3z € A) (= (Hp(z) = Th(z)))
e dungue (cfr. esercizio 2.2.7) anche di
(3x € A) (Hp(z) A (= Th(x))).
“Tradotto” in linguaggio corrente cio significa che per dimostrare che e vera la
(Vx € A)(Hp(z) = Th(z))

si puo procedere come segue: si suppone che esista un = € A per il quale é vera Hp(z) e non &
vera Th(x), e se ne deduce la verita di una opportuna proposizione falsa f.

Si noti comunque che, in generale, in un teorema possono intervenire piu variabili;
dunque quanto detto sopra va riferito con gli opportuni adattamenti anche a enunciati della
forma

(V.I’l € Al) (V.Tz € Az) e (Vill‘n € An) (Hp(.fl?]_, o, ..., .fEn> = Th(:l?l, o, ..., .fl?n))

|Osservazione 2.4.3]

Nelle sezioni 2.2 e 2.3 abbiamo introdotto regole sintattiche piuttosto precise per la
costruzione di proposizioni mediante 1’uso di connettivi e quantificatori. Se pero nel seguito di
questi appunti formalizzassimo le definizioni e gli enunciati dei teoremi con lo stesso rigore,
la lettura risulterebbe piu pesante del necessario e in definitiva si perderebbe chiarezza.
Limiteremo percio I’effettiva adozione dei simboli logici, accettandone per di piu un uso
“discorsivo”: ad esempio, scriveremo (xy)z = z(y=z) Vo, y, 2z € Z
anziché, come rigorosamente si dovrebbe, Ve eZ)(Vy € Z) (Vz € Z) ((zy)z = z(yz)).
Sara pero un utile esercizio per il lettore scriversi ogni tanto la formulazione rigorosa degli
enunciati che incontra; e ci0 sara comunque particolarmente opportuno nei casi in qualche
modo problematici; ad esempio, quando si vogliano applicare le regole viste in 2.2 e 2.3 per
ricavare equivalenze logiche, anche alla luce di quel che si e detto in questa sezione sulla
dimostrazione dei teoremi.
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2.5 - Dimostrazioni per induzione.

Supponiamo di dover provare che un predicato P(n) & vero per ogni humero naturale
n. Si tratta in sostanza di dimostrare che I’insieme A dei numeri naturali »n per i quali P(n) &
vero coincide con N; a tale scopo, per I’assioma (P3) di 1.5, basta mostrare che

— 0 € A ossia: P(0) & vero;
e che

— se k € A allora anche il successivo di k& appartiene ad A, ossia: supposto vero P(k) (la
cosiddetta ipotesi di induzione), allora P(k + 1) & vero.

|Esempio 2.5.1]
Dimostriamo per induzione su n che la somma dei numeri naturali non superiori a n e
n(n+1)
—5 -
Dimostrazione — L’affermazione € chiaramente vera per n = 0. Supponiamo allora
(ipotesi di induzione) chesia 0+ 14+2+4... +k = @
edimostriamoche 04+ 1+4+2+... +k+(k+1) = W
In effetti,
k(k+1 k(k+1)+2(k+1 k4+1)(k+2
041424 +h+(h+1)= 2D ) o SEEDIAD  (D(k42)
|Esempio 2.5.2]

Dimostriamo per induzione su n che la somma dei quadrati dei numeri naturali non superiori a
ne
n(n+1)(2n+1)
5 .
Dimostrazione — L’affermazione é chiaramente vera per n = 0. Supponiamo allora
(ipotesi di induzione) che sia

02412422 4. 42 = MEELEEHD
e dimostriamo che
024+ 124224 ... + k2 + (k+1)? = (kﬂ)(k?)(%*?’),
In effetti,
02 +124+22+ ... +k+(k+ 1) = w +(k+1)2=

 k(eHDRE+D+H6(k+1)*  (B+D(K*+k+6k+6) (1D (k+2)(2k+3)
- 6 - 6 - 6 :
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|[Esercizio 2.5.3]

n%(n+1)>

Si dimostri che la somma dei cubi dei numeri naturali non superiori a n € 1

[Esercizio 2.5.4]
Si dimostri che la somma dei cubi di tre numeri naturali consecutivi & sempre divisibile per 9.

Suggerimento: Si dimostri che n?® + (n+1)3+ (n+2)> =9h con h opportuno
numero naturale, procedendo per induzione su n .

Talvolta si deve considerare un predicato P(n) che é vero solo per n > n, (n, numero
naturale fissato). Si pud applicare ugualmente il principio di induzione considerando il
predicato P;(n) = P(n + ny); cio significa dover mostrare che

— P(ny) & vero;

— supposto vero P(k), allora P(k + 1) é vero.

[Esercizio [*] 2.5.5]

Trovare I’errore nella dimostrazione del seguente falso teorema.

“Comunque presi n numeri naturali a, as, ..., a,,sihaa, =a, = ... =a,.’

(Falsa) dimostrazione — Procediamo per induzione su n. Se n = 1, si deve provare
che a; = a4, e questo & ovvio. Supponiamo allora (ipotesi di induzione) che per ogni insieme
di £ numeri naturali a,, a,, ..., a, Siabbiaa, = a, = ... = ay, € proviamo che

comunque scelti £ + 1 numeri naturali by, by, ..., by Sihab, = by = ... = by,

Siano dunque dati by, by, ..., byy1; applicando I’ipotesi di induzione ai & numeri
naturali b,, b, ..., by, Sihache b, = b, = ... = b; applicando ancora I’ipotesi di induzione ai
k numeri naturali b, ..., by, bri1, SI ha che b, =... = by = bi1; dunque gli elementi
dell’insieme sono tutti uguali a (tanto per fissare le idee) by, e quindi sono tutti uguali fra loro,
come si voleva dimostrare.
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3.- COME S| DEFINISCE UN INSIEME

3.1 - Introduzione.

In questa sezione stabiliamo le “regole del gioco” per quando parliamo di insiemi,
fissando quattro modi per indicarli. Cio & importante non solo per esigenze di chiarezza, ma
anche perché postuliamo “a priori” una volta per tutte I’esistenza di ogni insieme definito con
tali criteri. Si dimostra che la teoria cosi costruita non e contraddittoria.

3.2 - Definizione mediante elenco degli elementi.

Accetteremo di definire un insieme indicandone tra parentesi graffe tutti gli
elementi (/) separati da virgole (si ricordi che abbiamo stabilito che un insieme &
completamente caratterizzato dai suoi elementi). Ad esempio, se a;, a,, ..., &, sSono tutti e soli
gli elementi dell’insieme A, scriveremo

A={a,a,...,a}

Si noti che questo tipo di definizione puo essere adottato solo per gli insiemi che hanno
un numero finito di elementi.

A={1,5,23,49, 76} ;

B={N,Q,Z} (siosservicheNe BmaN ¢ B);

C={537,NQ"};

D = {N, {N}}. Gliinsiemi N, {N}, {{N}}, {{{N}}}, ... sono tutti distinti fra loro.

7 che possono essere elementi di insiemi gia definiti, oppure insiemi essi stessi.
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3.3 - Definizione mediante una proprieta caratteristica.

Sia B un insieme. Accetteremo di definire un sottoinsieme A di B specificando una
proprieta che ne caratterizza gli elementi fra tutti gli elementi di B. Precisamente, se p(z) é
una proposizione aperta con variabile libera x su B (cfr. 2.3), scriveremo

A={zeB/px)}

(si legge: A e I’insieme degli = appartenenti a B tali che p(x)) per indicare il sottoinsieme di B
formato da tutti e soli gli elementi per i quali p(x) & vera. Come vedremo (3.3.3), € essenziale
che A sia “immerso” in un insieme B gia definito.

|Esempio 3.3.1]

L’insieme dei numeri naturali il cui quadrato non supera 200 puo essere indicato scrivendo
{x € N/ z% < 200}.

[Teorema 3.3.2]

Esiste un (unico) insieme che non ha elementi; esso si dice insieme vuoto e si indica con (). Per
ogni insieme I, siha( C I.

Dimostrazione — Sia A un qualungue insieme; allora I’insieme ):={zxeAl
x #x}  esiste (perché é definito come convenuto in 3.3) e non ha elementi (perché x # = é
falso qualunque sia x).

Sia ora | un insieme. Dobbiamo provare che () C I, ossia che (Vz € 0) (x € I). Per
quanto visto nelle osservazioni 2.2.5 e 2.3.6, questo enunciato ha lo stesso valore di verita di

(2 (Ve ed)(zel)) edi —(Bxzeh)(zél).
Ma quest’ultima proposizione € certamente vera, perché in () non ci sono elementi.

In particolare, esiste un solo insieme vuoto (anche se puo essere definito come sopra a
partire da insiemi A diversi). Un insieme distinto da () sara detto non vuoto.

[Teorema 3.3.3]

Non esiste un “insieme di tutti gli insiemi”, cioé: non esiste un insieme di cui ogni insieme sia
elemento.

Dimostrazione — Sia per assurdo U I’insieme di tutti gli insiemi, e si consideri
A={XeU/I/X¢X}.

Se fosse A € A, per definizione di A sarebbe A ¢ A, e cio é assurdo. Allora A ¢ A; ma
poiché A € U ne segue A € A, assurdo. Se si accetta il postulato di esistenza degli insiemi
definiti come in 3.3, bisogna dunque negare I’esistenza dell’insieme U.
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Lo stesso paradosso, dovuto a B. Russel, mostra perché nella definizione di A
mediante una proprieta caratteristica abbiamo dovuto chiedere che A fosse sottoinsieme di un
insieme X.

[Esercizio [*] 3.3.4]

Fissato un insieme B, si consideri A = {X € B/ X ¢ X}. Perché non c’é contraddizione? Puo
essere A € A? Puo essere A ¢ A? Puo essere A € B?

3.4 - Definizione come unione di insiemi gia definiti.

Sia Z un insieme di insiemi. Esiste un insieme i cui elementi sono tutti e soli gli
elementi degli insiemi che appartengono a Z.

Tale insieme si indica con U Z e si dice unione degli insiemi che costituiscono Z: ci
torneremo sopra in 3.6.

3.5 - L’insieme delle parti.

Sia A un insieme. Esiste un insieme i cui elementi sono tutti (e soli) i sottoinsiemi di
A; esso si indica con P(A) e si dice insieme delle parti di A.

Si osservi che, per ogni insieme A, a P(A) appartengono ) e A.

[Esempio 3.5.1|
Sia A = {1,2,3}. Allora
P(A) = { A {1.2}, {1,3}, {23}, {1}, {2}, {3}, 0}.

3.6 - Unione, intersezione, differenza.

Siano A, B insiemi.

Si dice unione di A e B, e si indica con A U B, I’insieme i cui elementi sono tutti e soli
gli elementi di A e gli elementi di B. Con la notazione introdotta in 3.4: AUB = U {AB}.

Si dice intersezione di A e B, e si indica con A N B, I’insieme degli elementi di A che
appartengono anche a B. Con la notazione introdotta in 3.3: ANB = {z € A/ x € B}.

Se ANB =, A e B sidicono disgiunti.
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Si dice differenza di A e B, e si indica con A\B, I’insieme degli elementi di A che non
appartengono a B. Con la notazione introdotta in 3.3: A\B = {z € A/ z ¢ B}.

Se B C A, I'insieme A\B viene detto anche complementare di B in A, ed e indicato
(purché tale notazione non dia luogo ad equivoci) con BC.

|Esempio 3.6.1]

Siano A={1,2,3}, B={2,4,6,8}. Allora AUB=1{1,2,3,4,6,8}, AnB={2} e
A\B = {1, 3}.

[Esempio 3.6.2]

Siano A I’insieme dei triangoli e B I’insieme dei rettangoli (entrambi sottoinsiemi del piano
euclideo). Allora AN B = 0.

Esercizi
Siano A, B, C sottoinsiemi dell’insieme I. Si dimostrino le seguenti uguaglianze:
ANB=BnNA;
(ANB)NC =AN(BNC);
AUBNC)=(AUB)N(AUC);
AN(AUB) = A;
(ANB)* = A°UBS;
(AUB)\(ANB) = (A\B) U (B\A).

Valgono le uguaglianze che si ottengono dalle precedenti scambiando N con U ?

Siano A, B, C sottoinsiemi dell’insieme 1. Si dimostrino le seguenti uguaglianze:
ANB® = A\B;

A\(A\B) = ANB;

AN (B\C) = (ANB)\(ANC);

Valgono le uguaglianza che si ottengono dalle precedenti scambiando N con U ?
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3.7 - Unione e intersezione di una famiglia di insiemi. Partizioni.

Un insieme di insiemi si dice anche una famiglia di insiemi. Abbiamo definito in 3.4
I’unione di una famiglia di insiemi; in modo analogo si definisce I’intersezione di una famiglia
non vuota di insiemi (I’esistenza dell’insieme intersezione é garantita dal fatto che esso si puo
definire secondo la regola fissata in 3.3 come I’insieme degli elementi di un insieme della
famiglia che appartengono anche a tutti gli altri insiemi della famiglia).

Sia A un insieme.

Una famiglia di sottoinsiemi non vuoti di A (eventualmente anche in numero infinito) si dice
una partizione di A se essi sono a due a due disgiunti e la loro unione € A.

|Esempio 3.7.1]

Un fascio di rette parallele & una partizione del piano.

3.8 - Prodotto cartesiano.

Siano A, B insiemi.

Sea € Aeb e B, sappiamo (per quanto convenuto in 3.2) che possiamo considerare
I’insieme {a,b} (C AUB); spesso e per0 opportuno considerare un ente che sia
caratterizzato non solo dai suoi elementi ma anche dall’ordine in cui si considerano: tale ente

si dice coppia ordinata (8) con prima componente a e seconda componente b, e si indica con
(a, b). Si noti che

— sea,a’ € Aeb,b’eB,siha(a b)=(a’,b’)seesolosea=a’eb =D
in particolare:
— sea # b, si hasempre (a, b) # (b, a).

L’insieme di tutte le coppie ordinate (a, b) con a<€ A e b € B si dice prodotto
cartesiano (9) di A per B e si indica con A x B.

|Esempio 3.8.1]
SiaA={1,2,3}eB={0,1}.Siha AxB=1{(1,0),(1,1),(20),(21),(3,0), (3, 1)}.

8 La definizione rigorosa di coppia ordinata € la seguente: (a, b) := {{a, b}, a}.

9 Tenendo conto della nota precedente, il lettore attento potra osservare che A x B é un sottoinsieme di
P(P(A UB)), e quindi pud essere definito come in 3.3; ci0, assieme a quanto postulato in 3.5, ne garantisce
I’esistenza.
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3.9 - n-ple ordinate. Matrici.

Come si ¢ fatto in 3.8 per la coppia ordinata, si pud considerare un ente caratterizzato
da 3, 4, ..., n elementi, detti componenti (appartenenti a certi insiemi prefissati), e dall’ordine
in cui questi vengono considerati: si parla rispettivamente di terna ordinata, quaterna
ordinata, ..., n-pla ordinata.

Si tratta in sostanza di iterare il procedimento di costruzione delle coppie ordinate.
Siano Aq, Ay, Az insiemi e siano a; € Ay, a; € Ay, a3 € As: la terna ordinata individuata da
ai, a2, as (in questo ordine) si indica con (a;, a2, a3) e non e altro che I’elemento ((a, a2), a3)
dell’insieme (A; x Ag) x Az (che, per semplicita, si indica a sua volta con A; x Ay x Aj3).
Particolare importanza rivestira per noi il caso delle n-ple ordinate di elementi di uno stesso
insieme A (I’insieme di tali n-ple si indica con A").

Sia A un insieme, e siano m, n numeri interi positivi. Si dice matrice m xn a
elementi in A una m-pla ordinata di n-ple ordinate di elementi di A, ossia un elemento di
(A™)™. Una matrice m x n potrebbe essere identificata con una mn-pla ordinata; in pratica,
quando si parla di matrice gli elementi vengono scritti in una “tabella”

a1 a2 ... Qg

da1 A2 ... Qap

An1 An2 .. App
nella quale si evidenziano le n-ple ordinate (a; 1, @12, ..., &), ---, (32,1, 2.2, ..., A2), - - -,
(Qm,1, @m2, -- -, &ny), dette righe della matrice, e le m-ple ordinate (a; 1, @21, ..., &n1), - -,
(12,822, -+-y &m2), -, (A0, 2, -, @mn), dette colonne della matrice. Sinteticamente, la

matrice di termine generico &, ; si indica con (a; ;); le sue righe si indicano con a; ., az ., ...,
a,,« € le sue colonne con a. 1, a2, ..., &.p.

L’insieme di tutte le matrici m x n a elementi in A si indica con A™".
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4.- FUNZIONI

4.1 - Relazioni.

Siano A, B insiemi.
Si dice relazione tra A e B un sottoinsieme del prodotto cartesiano A x B.

Sia p una relazione tra A e B, cioé sia o C A x B; se (a, b) € p, si dice che gli elementi a (di
A) e b (di B) sono in relazione, e si scrive agb. In pratica si usa sempre la notazione agb
anziché (a, b) € o.

Intuitivamente, una relazione tra A e B € una “legge” che a ogni elemento di A associa
qualche elemento di B (eventualmente nessuno).

[Esempio 4.1.1|

Siano
A:=1{2,3,5 7 11,13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47, 53, 59, 61, 67, 71, 73, 79, 83, 89, 97, 101};
B:={neN/1<n<100}.
Sipongaperpe Aen €B
pon se esolose péundivisore di n.

Si é cosi definita una relazione o tra A e B; si noti che alcuni elementi di A sono in relazione
con un solo elemento di B (é quanto accade considerando p := 53, 59, ..., 97), altri (p := 37,
41, 43, 47) con due, altri (p := 29, 31) con tre, ecc.. L’elemento 2 di A € in relazione con 50
elementi di B; I’elemento 101 di A non & in relazione con alcun elemento di B. Inoltre: piu
elementi di A possono essere in relazione con gli stessi elementi di B (2, 3, 5 sono tutti in
relazione con 30, 60 e 90).

[Esempio 4.1.2|

Sia A uninsieme, esipongaperac Ae X C A
apX seesolose ae X.
Si é cosi definita una relazione o tra A e P(A).
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4.2 - Funzioni.

Siano A, B insiemi.

Una relazione f tra A e B si dice una funzione (o applicazione) da A in B se per ogni a € A
esiste al piu un b € B tale che afb, cioe se ogni elemento di A € in relazione (secondo f) con
al piu un elemento di B. Cio si esprime scrivendo

f:A— B.

Intuitivamente, una funzione da A in B € una “legge” che a certi elementi di A associa uno e
un solo elemento di B (e ai restanti elementi di A non associa niente).

Esempio 4.2.1|

Sia A I’insieme Q*dei numeri razionali positivi, e sia B I’insieme N dei numeri naturali. La
“legge” che al numero razionale “* associa il numero naturale m +n non € una funzione
Q" — N (si dice anche, impropriamente, che non € ben definita come funzione). Infatti, ad
esempio, al numero razionale % (che si puo scrivere anche % g % ecc.) vengono associati
non solo il numero naturale 5 ( =2+ 3) ma anche i numeri naturali 10 (=4 +6), 15
(=64+9), 20 (=8+12), ecc.. La legge considerata fornisce invece un esempio
significativo di relazione tra Q e N; oppure individua una funzione dall’insieme delle frazioni
in N.

4.3 - Dominio. Immagine, immagine inversa. Punti fissi.

Sia f una funzione da A in B.

L’insieme degli elementi di A che sono in relazione (secondo f) con un elemento di B
si dice dominio di f, e si indica con D(f).

Per ogni a € D(f), I’(unico) elemento b di B tale che afb si indica con f(a); si dice
che b proviene da a (o anche che b é I’immagine di a) mediante f. Si scrive sempre f(a) = b
anziché afb.

Se A; C A, si dice immagine di A; (mediante f) il sottoinsieme f(A;) di B formato
dalle immagini (mediante f) degli elementi di A;; con la notazione di 3.3,

f(A1) ={beB/b=f(a)perqualchea € A;}.

Si noti che puo essere f (A;) = () (cio avviene se e solo se nessun elemento di A; appartiene a
D(f)).

L’immagine f(A) di A (che coincide ovviamente con I'immagine del dominio di f) si
dice anche semplicemente immagine di f.
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Se B; C B, si dice immagine inversa di B; (mediante f) il sottoinsieme f~1(B;) di A
formato dagli elementi le cui immagini (mediante f) appartengono a B; con la notazione di
3.3, f~1(By) = {ac A/f(a) € By}.

Sia B = A, cioé sia f una funzione da A in A. Un elemento a di A si dice un punto
fisso per f se f(a) = a.

[Esempio 4.3.1|

Siaf:Z — QT la funzione che al numero intero n associa (se esiste) il reciproco del quadrato
di n.

Cio si indica con I’espressione f(n) = %
n
Si ha che:
(2) il dominio di fé Z\{0};
(¢¢)  I'immagine di f & un insieme di numeri razionali compresi fra0 e 1;

(i31) posto Ay :={n € ZI —2 <n < +2},sihaf(A;) = {1, i :
(iv) posto By :={n € Q/n >1},sihaf1(By) ={—1,+1}.

Esercizi [*]
Siaf:A — B, e siano Ay, A; C D(f). Si dimostri che:
4.3.2] (A1 C Ag) = (f(A1) C f(A2));
4.33] f(ALUA2) =f(A1) UF(A2);
4.34] f(A1NA2) Cf(A) NT(A2).
Si mostri inoltre con un esempio che puo essere f(A; N Ag) if(Al) Nf(A2).

4.4 - Iniettivita e suriettivita.

Siano A, B insiemi, e sia f:A — B.

Se per ogni b € B esiste almeno un a € A tale che f(a) = b (cioé se ogni elemento di
B proviene mediante f da almeno un elemento di A; ossia se f(A) = B), f si dice suriettiva. In
tal caso, si dice che f € una funzione da A su B.
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Se comunque presi a,a’ € D(f) con a # a’ é f(a) # f(a’) (ossia se comunque presi
a,a’ € D(f) da f(a) = f(a’) seque a = a’; cioé se ogni elemento di B proviene da al piu un
elemento di A), f si dice iniettiva.

Se f e iniettiva e suriettiva si dice che f € biiettiva (0 anche che f & una biiezione). Se f
e biiettiva e inoltre D(f) = A, si dice che f & una corrispondenza biunivoca tra A e B. Una
funzione iniettiva € sempre una corrispondenza biunivoca tra il proprio dominio e la propria
immagine.

Una corrispondenza biunivoca tra A e A si dice permutazione su A.

La funzione N — N che ad ogni numero associa il suo doppio € iniettiva ma non
suriettiva: f(N) e I’insieme dei numeri naturali pari.

La funzione Z — N che ad ogni numero associa il suo valore assoluto € suriettiva ma
non iniettiva.

Per ogni insieme A, la funzione ida : A — A che ad ogni elemento associa se stesso e
una corrispondenza biunivoca detta funzione identica o anche identita di A. Ogni elemento di
A e un punto fisso per ida.

Sia R una retta (cfr 1.4). La funzione N — ‘R che ad ogni numero naturale associa un
punto di R determinato come si € detto in 1.6 € iniettiva, e dunque stabilisce una biiezione tra
N e un sottoinsieme di R. Piu in generale, I’idea intuitiva di “rappresentazione sulla retta di un
insieme numerico” si traduce formalmente appunto nello stabilire una biiezione tra tale
insieme numerico (N, Z, Q, ...) e un sottoinsieme di R.

4.5 - Restrizione a un sottoinsieme.

Siano A, B insiemi, sia f:A — B e sia A; C A. Si dice restrizione di f ad A; la
funzione f|A1 : A1 — B cosi definita: f|A1 =fN (A1 x B)
(si ricordi che f  un sottoinsieme di A x B).

Questa definizione € molto “tecnica”, perché nella sostanza f|, opera esattamente

come f (I’unica differenza e che opera solo su A;); certe proprieta possono pero essere
verificate da f|, e nondaf, e viceversa.

[Esempio 4.5.1

La funzione Z — Z che ad ogni numero associa il suo quadrato non € iniettiva né suriettiva; la
sua restrizione a Z* & iniettiva ma non suriettiva.
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4.6 - La funzione inversa.

Siano A, B insiemi, e sia f: A — B iniettiva. Per ogni b € f(A), f~1({b}) non & vuoto
(per definizione di f(A)) ed é formato da al pit un elemento (perché per ipotesi f & iniettiva),
dunque é formato da esattamente un elemento; la legge che associa a b tale elemento € una
funzione B — A (il cui dominio coincide con I’'immagine di f) che si dice funzione inversa
della f e si indica con f ~1. In altri termini, f 1 si definisce ponendo, per ogni b € f(A),

f ~1(b) := I’unico elemento di f ~*({b})

(il significato del simbolo f ~! nell’espressione a destra & quello fissato in 4.3).

E facile vedere che f—1 & una corrispondenza biunivoca tra I’immagine di f e il
dominio di f; ne segue che, in particolare, I’inversa di una corrispondenza biunivoca A — B ¢
una corrispondenza biunivoca B — A.

|Esempio 4.6.1]
Sia f: Q — Q definita da f(z) = 3$1+5 .
E facile verificare che f & iniettiva (non & invece suriettiva: 0 ¢ f(Q)). La funzione inversa si
puo esprimere scrivendo f1(2) = 15%

esihaD(f 1) = Q\{0}.

4.7 - Composizione di funzioni.

Siano A, B, C insiemi, e siano f: A — B, g:B — C funzioni.

Si dice composizione di f con g e si indicacon gof (attenzione all’ordine in cui si
scrivono f e g!) la funzione A — C definita ponendo

(gof)(a) :=g(f(a)) Va € Atale che f(a) € D(g).
Sia f:N — Q definita da f(n) := % ,esiag:Q — Qdefinitadag(x) .=z +2.Siha
(gof)(n) = 2HL

n

Sia f:N — N definita da f(n) := n?, esiag:N — N definitada g(z) :== z + 1. Si ha
(@of)n)=n>+1,  (fog)(n):=n’*+2n+1,
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[Teorema 4.7.3]

Siano A, B insiemi, e sia f: A — B iniettiva. Sia f~1:B — A la funzione inversa di f definita

in 4.6. Si ha f~1of = idpgy e fof ! = idga).
Dimostrazione — Sia a € D(f), e sia f(@) =b con b e B. Allora f~1(b)=a, e
dunque (f-tof)(a) =f (f(a)) = f 1(b) = a=idpn(a).

Per I"arbitrarieta di a in A, si & cosi provato (10) che f =1 o f = idp).

Siaorab € f(A), e sia a I’elemento di A per il quale si ha f(a) = b. Alloraf~1(b) = a,
e dunque (fof 1) (b) = f(f~ (b)) = f(a) = b = ids(a)(b)

cosicché I’asserto e completamente provato.

[Teorema 4.7.4]
Siano A, B, C, D insiemi, e siano f: A — B, g:B — C, h:C — D funzioni Si ha

(hog)of=ho(gof).

Dimostrazione — Sia a € D((hog)of). Allora a € D(f) e f(a) € D(hog), da cui
f(a) € D(g) (cosicché ac D(gof)) e g(f(a)) € D(h). Pertanto a € D(ho(gof)). Si ha
inoltre ((h o g) o f)(a) = (hog)(f(a)) = h(g(f(a))) = h((gof)(a)) = (ho(gof))(a).
Sia infine a ¢ D((hog)of). Allora a ¢ D(f) oppure f(a) ¢ D(hog), cioe f(a) ¢ D(Q)
oppure g(f(a)) ¢ D(h). Se a¢ D(f) oppure f(a) ¢ D(9), € a ¢ D(gof); altrimenti &
(gof)(@) ¢ D(h). In ogni caso, a ¢ D(ho (gof)) el’asserto & completamente provato.

|Esercizio 4.7.5|

Siano A, B, C insiemi, e siano f: A — B, g:B — C funzioni biiettive. Si provi che gof &
biiettiva.

|Esercizio 4.7.6]

Sia A un insieme, e siano f, g funzioni A — A; sia a € A. Si dimostri che se a & punto fisso
per f e per g allora a é punto fisso anche per g o f.

10 che cosa significa per due funzioni “essere uguali”? Ricordiamo le definizioni date in 4.1 e 4.2: una
“funzione” & un particolare insieme di coppie ordinate. Poiché (cfr. 1.3) due insiemi “sono uguali” (cioe
coincidono) se e solo se hanno gli stessi elementi, due funzioni -in particolare- sono uguali se e solo se sono
costituite dalle stesse coppie ordinate, ossia “operano allo stesso modo” su ogni elemento dell’insieme di
partenza.

E importante avere ben chiaro che questa non & una definizione ad hoc di uguaglianza tra funzioni, ma
solo un modo “specialistico” di esprimere la nozione di uguaglianza tra insiemi.
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5.- RELAZIONI DI ORDINE

5.1 - Definizioni.

Sia A un insieme.

Si dice relazione in A una relazione tra A e A (cioé un sottoinsieme del prodotto
cartesiano A x A).

Sia p una relazione in A. Essa si dice
— riflessiva  sse apa VaeA,

simmetrica  sse aob = bpa Va, beA,
— antisimmetrica sse (agb Abpa) = (a=b) VabecA,
— transitiva sse (aob Aboc) = (apc) Va,b,ceA.

Sia p una relazione in A. Due elementi a, b € A si dicono confrontabili (secondo p) se
si verifica almeno una delle seguenti situazioni: apb, bpa. La relazione o si dice totale sse
comunque presi a, b € A essi sono confrontabili.

Per ogni insieme A, la relazione “vuota” (secondo la quale nessun elemento & in
relazione con alcun elemento: si tratta di () pensato come sottoinsieme di A x A) é simmetrica,
antisimmetrica e transitiva (ma non riflessiva).

La relazione o in Q definita ponendo  apb sse |a—b| <1 @ riflessiva e
simmetrica ma non transitiva.

La relazione o nell’insieme dei cerchi del piano definita ponendo
Ci0C, sse I’areadiC, € minore o uguale all’area di C,

e riflessiva, transitiva e totale ma non simmetrica né antisimmetrica. Per quest’ultima
affermazione, si osservi che se C, e C, hanno la stessa area essi sono congruenti ma non € in
generale C, = C,, cioé non sono in generale uguali!.

La relazione o in N definita ponendo
apb sse a, bsono entrambi pari

e simmetrica e transitiva ma non riflessiva (non e infatti, ad es., 101).
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5.2 - Relazioni di ordine.

Sia A un insieme.

Una relazione in A si dice una relazione di ordine in A se é riflessiva, antisimmetrica e
transitiva. Una relazione di ordine in A si indica spesso con =< oppure con < (quest’ultimo
simbolo, in caso di ambiguita, é riservato alla relazione di “minore o uguale” in N, Z e Q, cfr.
1.6,1.7¢e 1.8).

Sia =< una relazione di ordine in A, e siano a, b € A. Se a < b, si dice che a precede
b (secondo =); si usa anche la scrittura b > a, che si considera equivalente.

Se una relazione di ordine in A non é totale e si vuol mettere in rilievo questo fatto, si
dice che e parziale. In tal caso, esistono in A almeno due elementi che non sono confrontabili.

L"usuale relazione di “minore o uguale” & una relazione di ordine totale in Q.
La relazione di “divisibilita” tra numeri naturali & una relazione di ordine parziale in N.

La relazione di “inclusione” tra sottoinsiemi di un dato insieme | & una relazione di
ordine parziale nell’insieme P(I) definito in 3.5.

Una relazione o in A si dice una relazione di ordine stretto in A se e transitiva e inoltre
comunque presi @, b € A si verifica al piu una delle seguenti due situazioni: apb, oppure bea.

Se =< éunarelazione di ordine in A, la relazione < in A definita ponendo
a<b sse a<bea#b

e una relazione di ordine stretto, che si dice associata a <. Analogamente, se < & una
relazione di ordine stretto in A, la relazione =< in A definita ponendo

a=<b sse a<boppurea=>b
e una relazione di ordine, che si dice associataa < .

Sia < una relazione di ordine in A, e sia < la relazione di ordine stretto associata a
=< :larelazione di ordine associata a < coincide con =< . Viceversa, sia < una relazione di
ordine stretto in A, e sia < larelazione di ordine associata a < : la relazione di ordine stretto
associata a =< coincide con <. Cio si esprime dicendo che il concetto di “relazione di
ordine” e il concetto di “relazione di ordine stretto” sono equivalenti.
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5.3 - Intervalli.

Siano A un insieme e < una relazione di ordine in A. Introduciamo una notazione che
sara molto utile piu avanti.

Siano a, b elementi di A tali che a < b. Si dicono intervalli (limitati) di estremi a, b i
seguenti sottoinsiemi di A:

(a,b) ={zeAla<z<b} (intervallo aperto)
(a,b]:=={zeAla<z<b} (intervallo chiuso a destra)
[a,b) ={zeAla<z<b} (intervallo chiuso a sinistra)
[a,b] ={reAla<z<Db} (intervallo chiuso)

Si dicono intervalli illimitati i seguenti sottoinsiemi di A:
(—oo,b)={reAlz<b} (intervallo aperto, illimitato a sinistra)
(—oo, bl ={xecAlz<b} (intervallo chiuso, illimitato a sinistra)
(a, +o0)={reAla<z} (intervallo aperto, illimitato a destra)

@, +o00) ={zrecAla<z} (intervallo chiuso, illimitato a destra)
(— o0, +0):=A (intervallo aperto, illimitato a sinistra e a destra)

5.4 - Minimo e massimo.

Siano A un insieme, < una relazione di ordine in A, e X un sottoinsieme di A.
Un elemento m di X si dice il minimo di X, e si indica con min X, se
m<zx VxeX
Analogamente, un elemento M di X si dice il massimo di X, e si indica con max X, se
r<M VzeX

[Teorema 5.4.1]
Siano A un insieme, < una relazione di ordine in A, e X un sottoinsieme di A.

Se X ha un minimo [un massimo], questo e unico.

Dimostrazione — Siano m, m’ minimi di X. Poiché m é minimoem’ € X, m < m’;
poiché m’ € minimo e m € X, m’ < m. Per la proprieta antisimmetrica, m = m’ come si
voleva.

Analogamente si prova che se X ha un massimo questo € unico.
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Nell’insieme N dotato dell’ordinaria relazione di “minore o uguale”, I’insieme
X = {20, 30, 60, 80, 100}
ha per minimo 20 e per massimo 100.

Nell’insieme N dotato della relazione di “divisibilita” (cfr. esempio 5.2.2), I’insieme
X = {20, 30, 60, 80, 100}
non ha minimo né massimo.

Nell’insieme Q dotato dell’ordinaria relazione di “minore o uguale”, I’insieme
X={zeQl/z=1 conneN{0}}
non ha minimo; il suo massimo é 1.

5.5 - Limitazioni inferiori e limitazioni superiori.

Siano A uninsieme, < unarelazione di ordinein A ,e X un sottoinsieme
non vuoto di A.

Un elemento a di A si dice limitazione inferiore (0 minorante) di X se
alz VrelX
si dice invece limitazione superiore (o maggiorante) di X se
rzr<a VrelX

Il sottoinsieme non vuoto X di A si dice inferiormente [superiormente] limitato se
esiste in A una limitazione inferiore [superiore] per X.

Nell’insieme N dotato dell’ordinaria relazione di “minore o uguale”, il sottoinsieme
formato dai multipli di 57 non & superiormente limitato.

Nell’insieme Q* dotato dell’ordinaria relazione di “minore o uguale”, ogni sottoinsieme
e inferiormente limitato (da 0).

Nell’insieme Q dotato dell’ordinaria relazione di “minore o uguale”, I’insieme
X={zeQlx?<2}
e inferiormente limitato (ad es., da — %) ed é superiormente limitato (ad es., da %).

Nell’insieme @Q dotato dell’ordinaria relazione di “minore o uguale”, I’insieme
X={zeQlaz*>2}
non e né inferiormente né superiormente limitato.
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5.6 - Estremo superiore.

Siano A un insieme, < una relazione di ordine in A, e X un sottoinsieme non vuoto di
A superiormente limitato.

Se I’insieme delle limitazioni superiori di X ha minimo, tale minimo si dice estremo
superiore di X, e si indica con sup X. Dal teorema 5.4.1 segue subito che I’estremo superiore,
qualora esista, & unico.

|Teorema 5.6.1]

Siano A un insieme, < una relazione di ordine in A, e X un sottoinsieme non vuoto di A. Se

X ha un massimo, questo e anche estremo superiore per X.

Dimostrazione — Sia m il massimo di X. Per definizione di massimo, m e una
limitazione superiore per X; dobbiamo provare che per ogni limitazione superiore a di X si ha
m < a: ma cio e ovvio (poiché m € X) per definizione di limitazione superiore.

|Teorema 5.6.2|

Siano A un insieme, < una relazione di ordine in A, e X un sottoinsieme non vuoto di A
dotato di estremo superiore. Se sup X appartiene a X, esso € il massimo di X.

Dimostrazione — Sia X, I’estremo superiore di X. Poiché x, € una limitazione
superiore per X, si hache x < X, per ogni X € X; poiché per ipotesi X, € X, si ha I’asserto.

| teoremi 5.6.1 e 5.6.2 suggeriscono che I’estremo superiore di X pu0 essere assunto
come “surrogato” del massimo di X quando tale massimo manca. Vedremo tuttavia (Esempio
5.6.4) che anche I’estremo superiore pud mancare.

|Esempio 5.6.3]

Nell’insieme Q dotato dell’ordinaria relazione di “minore o uguale”, I’insieme
. . n
X={recQlz= —nH,conneN}
ha per estremo superiore il numero 1.

Dimostrazione — E chiaro che 1 & una limitazione superiore per X; resta da provare
che ogni limitazione superiore per X & maggiore o uguale a 1, ossia che nessun numero
razionale y strettamente minore di 1 é limitazione superiore per X.

Sia dunque y € Q, y < 1. Possiamo scrivere y = % con mn € N, n # 0, m <n (0ssia
m m 2m 2m

Y="0 = L = 2m+2 < ool

m + 1 < n); allora

2m
2m—+1

con € X, come si voleva.
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[Esempio 5.6.4|

Nell’insieme Q dotato dell’ordinaria relazione di “minore o uguale”, I’insieme
X={rxeQ"/z*<2}
e superiormente limitato e non ha estremo superiore.

Dimostrazione — Osserviamo intanto che ogni numero razionale positivo « tale che
a? > 2 & una limitazione superiore per X. In effetti, da oo < z con =z € QT segue o? < 2?;
dunque se =z € X deve essere z < «, dovendosi altrimenti avere 2 < o? < 22.

Supponiamo ora per assurdo che esista x, = sup X. Poiché (osservazione 1.8.1) non
puo essere x7 = 2, sara x2 < 2 oppure x? > 2.

Se 22 <2, ¢ 7, € X e dunque z, = max X: mostriamo che cid non & possibile,
determinando e € Q* tale che z, + € X. See < 1, si ha

(o +€)? = 22 4 2exy + €2 < 22 + 262y + € = 22 + (22 + 1).

Possiamo determinare ¢ in modo che sia x2 + £(2x, + 1) = 2: se risulta € € (0, 1], abbiamo
dimostrato che x, 4 ¢ appartiene a X. In effetti si ha
2—x2
2z,+1"
dunque ¢ > 0, perché z? < 2 per ipotesi (e z, > 0). Inoltre ¢ <1, perché cio significa
2 — a2 < 2w+ 1, 0ssia 1 < xo(xo + 2), € questo € ovvio essendo z, > 1 (infatti 1 € X).

E =

Resta da considerare la possibilita che sia z2 > 2. Mostriamo che in questo caso si
puo determinare ¢ € Q" tale che z, — ¢ € Q" e (x, — €)? > 2. Cid conduce ad un assurdo,
perché x, — ¢ risulta una limitazione superiore per X strettamente minore di x,. Si ha

(zo — €)% = 22 — 2ex + €2 > 22 — 2¢x,.

Basta allora determinare € in modo che sia x? — 2ex, = 2; si trova

x2—2
21;(]

(e sinoti che € > 0 perché x2 > 2 per ipotesi, e z, > 0).

5.7 - Estremo inferiore.

Siano A un insieme, < unarelazione di ordine in A, e X un sottoinsieme non vuoto di
A inferiormente limitato.

Se I’insieme delle limitazioni inferiori di X ha massimo, tale massimo si dice estremo
inferiore di X, e si indica con inf X. Ancora dal teorema 5.4.1 segue che I’estremo inferiore,
qualora esista, & unico.
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[Teorema 5.7.1]

Siano A un insieme, < una relazione di ordine in A, e X un sottoinsieme non vuoto di A. Se
X ha un minimo, questo € anche estremo inferiore per X.

Dimostrazione — La dimostrazione é analoga a quella del teorema 5.6.1, e si lascia al
lettore come esercizio [*].

|Teorema 5.7.2]

Siano A un insieme, < una relazione di ordine in A, e X un sottoinsieme non vuoto di A
dotato di estremo inferiore. Se inf X appartiene a X, esso € il minimo di X.

Dimostrazione — La dimostrazione é analoga a quella del teorema 5.6.2, e si lascia al
lettore come esercizio [*].

[Esempio 5.7.3]

Nell’insieme Q dotato dell’ordinaria relazione di “minore o uguale”, I’insieme
X={zeQ/z= 1, conneN{0}}
ha per estremo inferiore il numero 0. (Cfr. esempio 5.4.4).

Dimostrazione — E chiaro che 0 & una limitazione inferiore per X; resta da provare
che ogni limitazione inferiore per X & minore o uguale a 0, ossia che nessun numero razionale
positivo y é limitazione inferiore per X.

Sia dunque y € Q. Possiamo scrivere y = % conm, n € N\{0}; allora

con % € X, come si voleva.

|Esempio 5.7.4]

Nell’insieme Q dotato dell’ordinaria relazione di “minore o uguale”, I’insieme
X={zxeQ"/z*>2}

e inferiormente limitato ma non ha estremo inferiore. (La dimostrazione e analoga a quella di

5.6.4).

|Esercizio 5.7.5]

Nell’insieme N dotato della relazione di “divisibilita” (cfr. esempio 5.2.2), si consideri
I” insieme

X = {20, 30, 60, 80, 100} (cfr. esempio 5.4.3).
Determinare (qualora esistano) estremo inferiore ed estremo superiore per X.
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5.8 - Completezza.

Siano A un insieme e < una relazione di ordine in A.
A si dice completo se ogni sottoinsieme non vuoto di A che sia superiormente limitato
ha estremo superiore.

|Esempio 5.8.1]

L’insieme Z con I’ordinaria relazione di “minore o uguale” & completo. (In effetti, in Z ogni
sottoinsieme non vuoto che sia superiormente limitato ha massimo.)

[Esempio 5.8.2

L’insieme Q con I’ordinaria relazione di “minore o uguale” non & completo (cfr. esempio
5.7.4).

|Osservazione 5.8.3]

E ovvio, ma importante, che proprieta quali la completezza dipendono non tanto dall’insieme
che si sta considerando quanto dalla relazione d’ordine che vi si € definita (e che non € mai
I’unica possibile!). Per convincersene, definiamo in Q una relazione d’ordine come segue:
Rappresentiamo ogni elemento di @ con la frazione - tale che m, n sono primi fra loro e
n > 0 (tale frazione resta univocamente determinata da queste condizioni); diciamo altezza di
2t il numero naturale |m | +n. Poniamo poi - < 2 se e solo se I'altezza di - €
strettamente minore dell’altezza di - oppure -~ e = hanno la stessa altezza e m, < m,
2 1 2

(secondo I’usuale relazione d’ordine fissata in Z).
E facile (11) vedere che rispetto a questa relazione d’ordine

— ogni sottoinsieme non vuoto di Q ha minimo;

— ogni sottoinsieme non vuoto di Q@ che sia superiormente limitato ha massimo (e quindi,
in particolare, ha estremo superiore).

|Teorema 5.8.4]

Siano A un insieme e < una relazione di ordine in A.
A & completo se e solo se ogni sottoinsieme non vuoto di A che sia inferiormente limitato ha
estremo inferiore.

Dimostrazione — Omettiamo la dimostrazione di questo teorema.

11 sj tratta in sostanza di osservare che per ogni h € N esiste solo un numero finito di frazioni aventi
altezza h.
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6.- RELAZIONI DI EQUIVALENZA

6.1 - Definizione.

Sia A un insieme.
Una relazione in A riflessiva, simmetrica e transitiva si dice una relazione di
equivalenza in A.

Sono esempi di relazioni di equivalenza:
La relazione di “equiscomponibilita” nell’insieme dei poligoni piani.
La relazione di “similitudine” nell’insieme delle figure piane.

La relazione di “parallelismo” nell’insieme delle rette del piano, definita come segue:
due rette sono parallele sse coincidono oppure non hanno punti in comune.

In ogni insieme A, la relazione di “misantropia” che ad ogni elemento di A associa lui
stesso e nessun altro (cioé: se @, b € A, a e in relazione con b sse a = b).

In ogni insieme A, la relazione che ad ogni elemento di A associa tutti gli elementi di A
(cioé: comunque si prendano a, b € A, a ¢ in relazione con b).

[Esempio 6.1.6]

Sia F Iinsieme delle frazioni (12). La relazione o in F definita ponendo per 4, < € F
705 Sse ad = bc

e una relazione di equivalenza. Infatti:

o e riflessiva: 4o+ perogni 4 € F, perché ab = ba per la proprieta commutativa del
prodotto;

o & simmetrica: 705 = So¥, perché (ad = bc) = (cb = da),

o € transitiva: sia infatti o5 e %Q?, cioe ad =bc e cf = de; dalla prima
uguaglianza segue adf = bef e da qui, tenendo conto della seconda, ad f = bde; dividendo
infine ambo i membri per d (che é diverso da 0 per ipotesi) si deduce che af = be 0ssia che

a € H
0 comesi voleva.

12 Ricordiamo che si dice frazione una coppia ordinata (cfr. 3.7) di numeri interi in cui la seconda
componente sia diversa da 0; si conviene (cfr. 1.8) di scrivere 4 anziché (a, b).
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|Esempio 6.1.7|

Altri esempi particolarmente importanti di relazioni di equivalenza sono descritti in dettaglio
altrove, e li ricordiamo qui per completezza:

— la congruenza e la congruenza diretta nell’insieme delle figure piane (cfr. [1]);
— I’equivalenza fra matrici (cfr. 14.5).

6.2 - Classi di equivalenza.

Siano A un insieme e ~ una relazione di equivalenza in A.

Se a € A, si dice classe di ~ — equivalenza di a (o0 anche, quando cio non dia luogo
ad equivoci, classe di equivalenza di a) il sottoinsieme [a] di A definito come segue:

[a] = {x e Ala~x}.

|Osservazione 6.2.1]

Perognia € A, sihaa € [a].

Dimostrazione — Infatti a ~ a, perché ~ e riflessiva.

|Osservazione 6.2.2]

Comunque presia, b € A, siha[a] = [b] seesolosea ~ b.

Dimostrazione — Se [a] = [b], poiché b € [b] (per 6.2.1) si ha b € [a] e dunque
a ~ b (per definizione di [a]).

Viceversa, sia a ~ b; dobbiamo provare che [a] C [b] e che [b] C [a].
Sia x € [a]; allora a ~ x. Ma b ~ a (perché a ~ b per ipotesi, e ~ & simmetrica) e dunque

b ~ x (perché ~ é transitiva), cioé x € [b]. Per I’arbitrarieta di x in [a], si & provato che
[a] C [b].

Sia ora x € [b]; allora b ~ x. Poiché a ~ b per ipotesi, e poiché ~ e transitiva, si ha a ~ X,
cioe x € [a]. Per I’arbitrarieta di x in [b], si & cosi anche provato che [b] C [a] e dunque che

[a] = [b] .
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|Osservazione 6.2.3]

Siaa € A. Perogni x € [a], € [X] = [a].

Dimostrazione — Per definizione di [a], se x € [a] € a ~ X ; dunque [a] = [X] per
I’osservazione 6.2.2.

Sia a € A. Per ogni x € [a], si dice che x rappresenta [a], 0 anche che x € un
rappresentante di [a]. Cio é giustificato da quanto si é visto nell’osservazione 6.2.3.

|Osservazione 6.2.4]
Comunque presi a, b € A, se [a] # [b] é [a] N [b] = 0.

Dimostrazione — Sia [a] # [b]. Procediamo per assurdo, supponendo che esista
x € [a] N [b]. In tal caso a ~ x (perché x € [a]) e b ~ x (perché x € [b]); per 6.2.2 si ha allora
[a] = [x] = [b], contro I’ipotesi.

|Osservazione 6.2.5]

L’insieme delle classi di equivalenza di A é una partizione di A.

Dimostrazione — Le classi di equivalenza sono a due a due disgiunte per 6.2.4; per
6.2.1 esse sono non vuote e la loro unione & A.

6.3 - Insieme quoziente.

Siano A un insieme e ~ una relazione di equivalenza in A.

L’insieme delle classi di ~ — equivalenza di A si dice insieme quoziente di A rispetto
a ~ ,esiindicacon 2. La funzione (suriettiva) m:A — 2 che ad ogni elemento di A associa
la sua classe di equivalenza si dice proiezione canonica di A su 2. Si noti che D(n) = A.

Se ~ mette in relazione tra loro gli elementi di A che hanno in comune una certa
proprieta astratta, I’insieme quoziente rappresenta intuitivamente I’insieme di tali proprieta
astratte, e la proiezione canonica associa ad ogni elemento di A la specifica proprieta che gli e
pertinente. Vediamo meglio in che senso cio avviene, riesaminando gli esempi gia considerati
in6.1.
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6.3.1
Sia A I’insieme dei poligoni del piano, e sia ~ la relazione di equiscomponibilita.

La proprieta astratta comune a una classe di poligoni equiscomponibili € la “superficie”: tale
concetto, in effetti, puo essere definito per i poligoni appunto per questa via. La proiezione
canonica A — 2 associa a ogni poligono la sua superficie.

6.3.2
Sia A I’insieme delle figure piane, e sia ~ la relazione di similitudine.

La proprieta astratta comune a una classe di figure piane simili e la “forma”. Nell’insieme
quoziente 2 troviamo elementi che rappresentano i concetti di “triangolo equilatero”,

Lt A 11

“quadrato”, “cerchio”, ecc.

6.3.3
Sia A I’insieme delle rette del piano, e sia ~ la relazione di parallelismo definita in 6.1.3.

L’insieme quoziente 2 si dice insieme delle direzioni.

6.3.4
Sia A uninsieme, e sia ~ la relazione di “misantropia” definita in 6.1.4.

L’insieme quoziente & (in corrispondenza biunivoca con) A.

6.3.5
Sia A un insieme, e sia ~ la relazione definita in 6.1.5.

L’insieme quoziente & {A}.

6.3.6
Sia F I’insieme delle frazioni, e sia o la relazione definita in 6.1.6.

L’insieme quoziente % e (in corrispondenza biunivoca con) Q. In effetti, i numeri razionali si
definiscono appunto con questo procedimento a partire dall’insieme Z degli interi.

La proiezione canonica associa a ogni frazione il numero razionale che essa rappresenta.
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6.4 - Le classi di resto.

In tutta la sezione 6.4 supporremo fissato un numero intero positivo 7.

Siano a, b € Z; si dice che a € congruo b modulo n e si scrive
a = b (mod n)
sse (3k € Z)(a — b = kn), ossia sse a — b & multiplo di 7.
Si e cosi definita una relazione in Z, detta “congruenza modulo n”. Tale relazione é

stata studiata fin dall’antichita: sono celebri le opere in proposito del matematico ellenista
Diofanto, vissuto nel terzo secolo d. C..

Teorema 6.4.1]

La congruenza modulo n é una relazione di equivalenza in Z.

Dimostrazione — In primo luogo, la congruenza modulo n e riflessiva, ossia
a = a (mod n) per ogni a € Z.
Infatti, a —a=0-ncon0 € Z.

Inoltre, la congruenza modulo n & simmetrica: siano a, b € Z taliche a =b (mod n)
e proviamo che b =a (mod n). In effetti, se a=0b (mod n) esiste k € Z tale che
a—b=kn;maallora b—a=(—k)n con —kecZ, edunque b =a (Mmodn).

Infine, la congruenza modulo n é transitiva: siano a, b, ¢ € Z taliche a = b (mod n)
e b=c(modn), eproviamoche a=c (modn). Ineffetti,sea = > (mod n) esiste
k, € Z tale che a — b = kin; se b = ¢ (mod n) esiste k, € Z tale che b — ¢ = k,n; ma allora
a—c=(@—-b)+0b—-c)=kn+kn=((k +k) n
con k, + ky € Z, e dunque a = ¢ (mod n).

Per quanto provato nel teorema 6.4.1, se a = b (mod n) si puo dire che a, b sono
congrui modulo n senza porre attenzione all’ordine in cui si citano a € b.

|Esercizio 6.4.2]

Trovare due numeri interi che sono congrui modulo 5 ma non sono congrui modulo 10.
Esistono due numeri interi che siano congrui modulo 10 ma non siano congrui modulo 5?

[Teorema 6.4.3]
Siaa € Z, e sia r il resto della divisione euclidea di a per n. Allora a = r (mod n).

Dimostrazione — Per definizione di divisione euclidea (cfr. osservazione 1.8.1), esiste
q € Z tale che a=qn+r
e dunque a — r = gn con q € Z, da cui I’asserto.
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Le classi di equivalenza rispetto alla relazione di congruenza modulo » si dicono classi
di resto modulo n. L’insieme delle classi di resto modulo n (cioé I’insieme quoziente di Z
rispetto alla relazione di congruenza modulo ») si indica con Z,,.

|[Esercizio [*] 6.4.4]

Si deduca dal teorema 6.4.3 che due numeri interi a, b sono congrui modulo n se e solo se la
divisione euclidea di a per n e la divisione euclidea di b per n. danno lo stesso resto.

[Teorema 6.4.5
L’insieme Z,, ha n elementi, precisamente: [0], [1], ..., [» — 1].

Dimostrazione — Per il teorema 6.4.3, ogni numero intero appartiene a una delle
classi [0], [1], ..., [n — 1]. Resta da provare che tali classi sono tutte distinte.
Se fosse [i] = [j] con 0 < i < j < n, per I’osservazione 6.2.2 sarebbe i = j (mod n) o0ssia
esisterebbe k € Z tale che j —i = kn.
Ma j—i>0 (perchéj>i)e j—i<mn (perché;j<nei>0)dunque j—i nonpuo
essere multiplo di n. Abbiamo cosi ottenuto una contraddizione; ne segue che le classi
[0],[1], ..., [n — 1] sono tutte distinte, come si voleva.

|Esercizio 6.4.6]

Si studi la congruenza modulo 1, la congruenza modulo 2, la congruenza modulo 3, la
congruenza modulo 10, la congruenza modulo 12 e la congruenza modulo 24; in particolare,
per ciascuna di tali relazioni si scrivano esplicitamente le classi di resto e si precisi come
opera la proiezione canonica.
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/.- OPERAZIONI IN UN INSIEME

7.1 - Operazioni in un insieme.

Sia A un insieme non vuoto.

Si dice operazione (binaria, interna) in A una funzione da A x A in A il cui dominio
coincide con A x A (cioe, intuitivamente, una “legge” che ad ogni coppia ordinata di elementi
di A associa un elemento di A).

Se % é un’operazione in Aea, b € A, scriviamo ayb anziché s (a, b): cosi axb =c
significa che ¢ & I"immagine di (a, b) mediante ¥, ossia che ¥ associa alla coppia ordinata
(a, b) di elementi di A I’elemento c di A (rigorosamente: ((a, b), ¢) € %).

Le ordinarie operazioni di somma e prodotto sono operazioni in N, Z, Q.

Per ogni insieme A, la composizione definita in 4.7 &€ un’operazione nell’insieme di
tutte le funzioni A — A il cui dominio coincide con A.

Nell’insieme Z, la sottrazione & un’operazione, la divisione non lo e.

Nell’insieme N € un’operazione la % definita come segue:
axb=a(b+1) Va,b € N.

Nell’insieme {a, b, c} & un’operazione la v definita come segue (13):
axka=a,akxb=D>b,akc=c,bwa=Db,bkb=2ab¥c=acka=c,ckb=ackc=D>b.

Sia A un insieme. Le operazioni (definite in 3.6) che a due sottoinsiemi di A associano
la loro unione e la loro intersezione sono operazioni in P(A) (nel senso definito in 7.1) che si
indicano rispettivamente con U e N.

13 come si definisce un’operazione? Ricordiamo che “operazione in A” & una particolare funzione
A x A — A, cioé una particolare relazione tra A x A e A, cioé un particolare sottoinsieme di (A x A) x A; i
criteri per definire un’operazione sono dunque gli stessi che abbiamo stabilito nel capitolo 2 per definire un
insieme.

In particolare, I’operazione dell’esempio 7.1.5 é definita come in 3.2; quella dell’esempio 7.1.4 come in
3.3.
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7.2 - Chiusura rispetto a un’operazione.

Sia A un insieme nel quale é definita un’operazione ¥%.
Un sottoinsieme B di A si dice chiuso rispetto a % se comunque presi b, b’ € B ¢
anche b b’ € B.

QT e chiuso rispetto alla somma e al prodotto.

Il sottoinsieme di N formato dai numeri dispari € chiuso rispetto al prodotto ma non
rispetto alla somma.

Siano | un insieme e A I’insieme di tutte le funzioni da I in I il cui dominio coincide
con I. 1l sottoinsieme di A costituito dalle corrispondenze biunivoche (cioé I’insieme delle
permutazioni su 1) é chiuso rispetto alla composizione.

7.3 - Associativita e commutativita.

Sia A un insieme.
Un’operazione % in A si dice associativa se
ax(b¥c) = (axb)kc Va b,ceA
Un’operazione s in A si dice commutativa se
akxb=Db¥a VabeA

Le operazioni considerate in 7.1.1 e 7.1.6 sono associative e commutative (cfr. anche 3.6.3 e
3.6.4); quella considerata in 7.1.2 e associativa ma in generale non commutativa; quella
considerata in 7.1.5 &€ commutativa ma non associativa (infatti (byb)¥%c # by (b¥c)); quella
considerata in 7.1.4 non & né associativa né commutativa.

7.4 - Elemento neutro.

Siano A un insieme e % un’operazione definita in A.

Un elemento n di A si dice elemento neutro per k se akn =n%a=a VvVacA.
Se I’operazione % e detta somma, I’elemento neutro si indica con “0” e si chiama “zero”; se &
detta prodotto, si indica con “1” e si chiama “uno” oppure “unita”.
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[Teorema 7.4.1]

Siano A un insieme e Y un’operazione definita in A. Se esiste un elemento neutro per %,
questo & unico.

Dimostrazione — Siano n, n’ elementi neutri per %. Allora n = n%n’ = n’, come
si voleva.

L’ operazione s considerata in 7.1.4 non ha elemento neutro. Si noti che a0 = a per
ogni a € N, ma in generale O%a # a.

L’operazione “somma” in N, Z e QQ ha come elemento neutro il numero 0.
L’operazione “prodotto” in N, Z e Q ha come elemento neutro il numero 1.
L’operazione % considerata in 7.1.5 ha come elemento neutro I’elemento a.

Le operazioni “unione” e “intersezione” considerate in 7.1.6 hanno come elemento
neutro rispettivamente ) e A.

L’operazione ‘“composizione” considerata in 7.1.2 ha come elemento neutro la
funzione id definitain 4.4.3.

7.5 - 1l simmetrico di un elemento.

Siano A un insieme e Y% un’operazione definita in A per la quale esiste I’elemento
neutro n.

Per ogni a € A, si dice simmetrico di a (rispetto a %) un elementoa < A tale che sia
axa =a %a=n.

Se I’operazione % e detta somma, il simmetrico di a si dice opposto di a, e si indica con — a;
se & detta prodotto, si dice inverso di a, e si indica con a1,

[Teorema 7.5.1]

Siano A un insieme e v un’operazione associativa definita in A per la quale esiste I’elemento
neutro n.

Per ogni a € A, se esiste un simmetrico questo & unico.
Dimostrazione — Sianoa ,a simmetrici di a. Allora
a =akn=a%k(aka)=(@a%a)ka =nka =a.
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Rispetto all’operazione % definita in 7.1.5 (che non e associativa), I’elemento b ha due
distinti simmetrici: se stesso e I’elemento c.

7.5.3] In Z, per ogni elemento esiste I’opposto (cioeg, il simmetrico rispetto alla somma) ma
solo per +1 e — 1 esiste I’inverso (ciog, il simmetrico rispetto al prodotto).

Rispetto alle operazioni di “unione” e “intersezione” considerate in 7.1.6, non esiste in
generale il simmetrico di un elemento di P(A).

Rispetto all’operazione di “composizione” considerata in 7.1.2 non esiste in generale il
simmetrico di una funzione. Tuttavia, se f € una corrispondenza biunivoca di A in sé la
funzione f~1 definita in 4.6 & il simmetrico di f rispetto alla composizione.

7.6 - La proprieta distributiva.

Siano A un insieme e %, o due operazioni definite in A.
Si dice che o e distributiva rispetto a % se
ao(bc)=(aob)k(aoc) e (akb)oc=(aoc)k(boc) Va,b,ceA.

Negli esempi 7.1.1, il prodotto & distributivo rispetto alla somma ma la somma non &
distributiva rispetto al prodotto.

Ciascuna delle due operazioni considerate in 7.1.6 € distributiva rispetto all’altra (cfr.
anche 3.6.5).



Marco Barlotti - appunti di ISTITUZIONI DI MATEMATICA - vers. 2.22 - Pagina 55

8.- GRUPPI E ANELLI

8.1 - Gruppi.
Siano G un insieme e v un’operazione in G.

Si dice che G & un gruppo rispetto a %, oppure (piu correttamente!) che la coppia
(G, %) € un gruppo, se valgono le seguenti proprieta:

I’operazione ¥ € associativa;

esiste in G I’elemento neutro per %;

per ogni g € G esiste il (14) simmetrico di g rispetto a %.
Se inoltre

I’operazione % & commutativa

il gruppo si dice commutativo o abeliano.

7 e QQ sono gruppi abeliani rispetto alla somma.

8.1.2|N non & un gruppo rispetto alla somma (non esiste in generale I’opposto di un
elemento).

Z e Q non sono gruppi rispetto al prodotto (non esiste I’inverso di 0).

Q\{0} e QT sono gruppi abeliani rispetto al prodotto.

Per ogni insieme A, I’insieme delle permutazioni su A (cfr. 4.4) € un gruppo (in
generale non abeliano) rispetto alla composizione di funzioni definita in 4.7.

[8.1.6] Sia A un insieme. P(A) (cfr. 3.5) non & un gruppo né rispetto all’unione né rispetto
all’intersezione; € per0 un gruppo abeliano rispetto all’operazione s (detta differenza
simmetrica) definita come segue:

XKY = (XUYN\XNY) VX, Y € P(A).

14 ¢fr. e il teorema 7.5.1.
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8.2 - Sottogruppi.

Sia (G, %) un gruppo.

Un sottoinsieme non vuoto H di G, chiuso rispetto a %, si dice sottogruppo di G se
(H, %) & ancora un gruppo (1°).

Z* non é un sottogruppo di (Z, + ), pur essendo chiuso rispetto alla somma.
Q™ é un sottogruppo di (Q\{0}, -) (cfr. esempio 8.1.4).

[Teorema 8.2.3|

Sia (G, %) un gruppo, e sia H un sottogruppo di G. L’elemento neutro per % in H coincide
con I’elemento neutro per % in G (e quindi, per ogni h € H il simmetrico di h in H coincide
col simmetrico di h in G).

Dimostrazione — Sia = I’elemento neutro per % in G, e sia n; I’elemento neutro per
% in H. Poiché n, € H, deve essere n;%mn; = n;; dunque si ha (indicando con 7 il
simmetrico di 2, in G)

n =nkn =nk(ni1kni) = nknikng = nk(nikni)kng = (nkni)k(nikny) = nikn =ny.

Possiamo ora applicare il teorema 7.5.1 e concludere che per ogni elemento di H il simmetrico
in H coincide col simmetrico in G.

8.3 - Omomorfismi e isomorfismi tra gruppi.
Siano (G, %) e (H, o) gruppi.

Una funzione f:G — H tale che D(f) = G si dice un omomorfismo tra (G, %) e
(H, o) (o anche, piu semplicemente, tra G e H) se

f(xky) = f(x) o f(y) X,y € G.
Un omomorfismo che sia anche una corrispondenza biunivoca si dice isomorfismo.

|[Esempio 8.3.1]

Un esempio significativo e importante di isomorfismo tra gruppi sara dato in 10.4 (teorema
10.4.2).

15 Rigorosamente, la notazione (H, %) & impropria; infatti, quella che si pud considerare in H non ¢
I’operazione % ma la restrizione ad H di % (cfr. 4.5). Distinguere tra % e la sua restrizione ad H appesantirebbe
perd senza scopo la nostra esposizione, ed eviteremo quindi di farlo.
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8.4 - Anelli.

Sia A un insieme con almeno due elementi, e siano +,- due operazioni in A (che
chiameremo rispettivamente somma e prodotto).

Si dice che A e un anello rispetto a + e - , oppure (piu correttamente!) che la terna
(A, +, -)eunanello, se

(A, 4 ) & un gruppo commutativo;
il prodotto é associativo;

il prodotto é distributivo rispetto alla somma.

Se inoltre

esiste in A un elemento neutro per il prodotto
oppure

il prodotto € commutativo

si dice rispettivamente che A e un anello con unita (e I’elemento neutro si dice I’unita di A, e
si indica con “1”) oppure che A é un anello commutativo. Naturalmente, se valgono sia la
che la si dice che A e un anello commutativo con unita.

Ricordiamo che, come convenuto in 7.4, gli elementi neutri per la somma e il prodotto
si indicano rispettivamente con “0” e “1”; qualora possa esservi confusione con i numeri
naturali 0 e 1, si usano le notazioni “0an” e “1A”. Inoltre, secondo quanto stabilito in 7.5,
I’opposto di un elemento x si indica con — X, I’inverso di un elemento x (se esiste) si indica
con x~ 1.

7 e Q sono anelli commutativi con unita rispetto alle ordinarie operazioni di somma e
prodotto.

L’insieme dei polinomi a coefficienti in Z (oppure in Q) nell’indeterminata x e un
anello commutativo con unita rispetto alle usuali operazioni di somma e prodotto.

L’insieme dei numeri interi pari (cioé della forma 2k con k € Z) € un anello
commutativo senza unita rispetto alle ordinarie operazioni di somma e prodotto.
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|Osservazione 8.4.4]

Sia (A, +, <) unanello. Perognia € A,sihaa-0=0-a=0.

Dimostrazione — Ricordiamo che abbiamo convenuto in 7.4 di indicare con 0
I’elemento neutro di A rispetto alla somma. Si ha

a-0=a-(04+0)=a-0+a-0

da cui (sommando ad ambo i membri I’opposto di a - 0) si ricava che 0 = a- 0. Allo stesso
modo si trovache 0 -a = 0.

|Osservazione 8.4.5]

Sia (A, +, -)unanelloconunita. Siha 1#0

ossia, I’elemento neutro per il prodotto & necessariamente distinto dall’elemento neutro per la
somma.

Dimostrazione — Se fosse 1 = 0, per ogni a € A sarebbe
a=a-1=a-0=0

e dunque in A esisterebbe solo I’elemento 0, contro I’ipotesi che A sia un anello (e che dunque
appartengano ad A almeno due elementi).

|Osservazione 8.4.6]

Sia (A, +, -) unanello con unita. Non esiste in A I’inverso di 0.

Dimostrazione — Se a€ A, ¢ a-0=0 per I’osservazione 8.4.4, e dunque (per
I’osservazione 8.4.5) non puo essere a - 0 = 1.

|Osservazione 8.4.7]

Sia (A, +, -) un anello con unita. Si ha

(=D-(-D=1

(-1)-a= —a.

Dimostrazione — Per I’osservazione 8.4.4 si ha (applicando la proprieta distributiva)
0=0-(-D)=1+(-1))- (=D =1-(=1)+ (=1 (=)= —1+(-1)-(-1)
e dunque, sommando 1 ad ambo i membri, la prima parte dell’asserto. Inoltre, sempre

applicando I’osservazione 8.4.4 e la proprieta distributiva,
(-1)-a+a=(—-1)-a+l-a=(—-14+1)-a=0-a=0
e, analogamente, a+ (—1)-a=0, cosicché (—1)-a e I’opposto di a.

inoltre, per ogni a € A, si ha
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8.5 - Omomorfismi e isomorfismi tra anelli.
Siano (A, +, -)e (B, &, ®) anelli.

Una funzione f: A — B tale che D(f) = A si dice un omomorfismo tra (A, +,-) e
(B, ®, ® ) (0 anche, piu semplicemente, tra A e B) se

f(x +y) = f(x) @ f(y) e f(x - y) = f(x) © f(y) VX, y € A
Un omomorfismo che sia anche una corrispondenza biunivoca si dice isomorfismo.

|Esempio 8.5.1]

Un esempio significativo di omomorfismo tra anelli sara dato in 8.6 (teorema 8.6.11).

|Esercizio [*] 8.5.2]

Siano (A, +, -) e (B, @, ©®) anelli, e sia f: A — B un isomorfismo tra A e B. Si dimostri
che la funzione inversaf —!:B — A & un isomorfismotra (B, ®, ®)e (A, +, -).

8.6 - L’anello Z,,.

In tutta la sezione 8.6 supporremo fissato un numero intero positivo 7.

Definiamo nell’insieme Z,, (cfr. 6.4) due operazioni: le indicheremo con “ + " e , €

le chiameremo rispettivamente somma e prodotto. Se [a], [b] € Z,,, poniamo
[a] + [b] == [a + 0]
e [a]-[b] == [a- D]

Si noti che con lo stesso simbolo “ + ” abbiamo indicato a sinistra I’operazione che
stiamo definendo in Z,, e a destra la ben nota operazione di somma in Z; analogamente per il
simbolo “ - (che, per di piu, spesso si omette, proprio come in Z). Cio usualmente non da
luogo ad ambiguita né a confusione.

Si noti inoltre che abbiamo definito la “somma” (e il “prodotto”) di due classi di resto
mediante la somma (o, rispettivamente, il prodotto) dei loro rappresentanti: poiché tali
rappresentanti non sono univocamente determinati, € importante assicurarsi che la definizione
sia “ben posta”, ossia dipenda solo dalle classi considerate e non dai rappresentanti scelti in
esse (cfr. I’esempio 4.2.1 e, piu avanti, I’esempio 8.6.2). Cio avviene mediante il
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[Teorema 8.6.1]
Sianoa, b, a’,b” € Z.Se [a] = [a’] e [b] = [b’], allora [a + b] = [a’ + b’] € [ab] = [a’b].
Dimostrazione — Per I’osservazione 6.2.2, se [a] = [a’] e [b] = [b’] deve essere

a =a’ (mod n) e b =10’ (mod n),
ossia devono esistere h, k € Z tali che
a—a =hn e b—0b"=kn.

Allora
(a+b)—(a’+b)=(a—a’)+(b=0)=hn+kn=(h+k)n
e dunque a+b=a’+0b (modn)
ossia, ancora per I’osservazione 6.2.2, [a + b] = [a’ + b’] come si voleva dimostrare.

Inoltre,
ab—a’b>=ab—ab’+ab’—a’b’ =a(b—0b")+b(a—a’) = akn+b’hn = (ak + b’k)n
e dunque ab = a’b’ (mod n)

ossia, ancora per I’osservazione 6.2.2, [ab] = [a’b’] come si voleva dimostrare.

[Esempio 8.6.2|

Sian = 3.

Si ha [2] = [5], tuttavia [2%] = [1] # [2] = [2°]. Non sarebbe dunque possibile definire,
analogamente a come si e fatto per somma e prodotto, un “elevamento a potenza” in 7Z,
ponendo [a]®! := [a].

Analogamente, per n = 5, si ha [3] = [8], tuttavia [2%] = [8] = [3] # [1] = [256] = [2°].

[Teorema 8.6.3]

(Z,, +) & un gruppo abeliano.

Dimostrazione — Proviamo in primo luogo che la somma in Z,, é associativa. Se [al],
[b], [¢] appartengono a Z,, (con a, b, ¢ € Z), si ha

([al + 6D + [l = [a+ bl + [c] = [(a+b) + c] =
=[a+ (b+c)]=[a]l + [b+ c] = [a] + ([b] + [c])
perché la somma in Z e associativa.

Si ha poi
[a] + [0] = [a + 0] = [a] = [0 + a] = [0] + [a]

per ogni [a] € Z,, e dunque [0] & I’elemento neutro per la somma in Z,,.

Se [a] € Z, (con a € Z), si ha [a]+[-a]l=[—a]+[a] =[0] e dunque[—a]e
I’opposto di [a].

Proviamo infine che la somma in Z, & commutativa. Se [a] e [b] appartengono a Z,
(cona, b € Z), siha [a]+[0] = [a +b] = [0+ a] = [b] + [a]
perché la somma in Z e commutativa. L’asserto e cosi completamente provato.
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|[Esercizio [*] 8.6.4]

Si dimostri che (Z,,, +, -) € un anello commutativo con unita.

|Esempio 8.6.5]

Sian = 6.
Si ha [2]-[3] =[2-3] =[6] =[0]; dunque in Zg non vale la legge di annullamento del
prodotto.

|Esempio 8.6.6]

Sian = 4.
Siha[2]-[2] =[2-2] = [4] = [0]; dunque in Z, I’elemento [2] # O ha per quadrato 0.

[Esempio 8.6.7]

Sian = 3.
Il polinomio 3 + [2]z si annulla per ogni elemento di Z3, ma non & il polinomio nullo.

|Esempio 8.6.8]

Sian = 6.
Siha[4] =[4] - [4] =[4]-[4]-[4] =[4] - [4] - ... [4].

|Esercizio 8.6.9]

Sian = 6.

Risolvere, se e possibile, le seguenti equazioni in Zg nell’incognita x:
[3]- = = [2]; [3]- = = [3];
[4] -z = [2]; [4] - = = [3];
[5] - = = [1]; [5] - = = [2];
z? =[2]; z? = [3];
z? +[1] = [0]; z? +[2] = [0];

204+ [3] 2t + 23 +[3] - 22 + [4] - = = [0].
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|[Esercizio 8.6.10]

Sian=171.
Risolvere, se e possibile, le seguenti equazioni in Z; nell’incognita x:
[3] - = = [2];
[3] -« = [3];
[4] - = = [2];
[4] -z = [3];
[5] - = = [1];
[5] - @ = [2];
z? = [2];
z? = [3];
x? + [1] = [0].

[Teorema 8.6.11]
La proiezione canonica Z — 7Z, € un omomorfismo fra anelli.

Dimostrazione — Siano a,b € Z. Si ha [a+b] =[a] + [b] e [ab] = [a][b] per
definizione di somma e prodotto in Z,,, e cio prova I’asserto.

8.7 - | criteri di divisibilita per i numeri interi.

Come applicazione della teoria sviluppata nella sez. 8.6, dimostriamo i classici criteri
di divisibilita per i numeri interi.

In tutta questa sezione, indichiamo con /m un numero intero e con n un NUMero intero
positivo. Ci proponiamo di stabilire condizioni necessarie e sufficienti affinché m sia
divisibile per n, ossia (cfr. teorema 6.4.3 ed esercizio 6.4.4) affinché si abbia

m =0 (mod n).

Poiché numeri opposti hanno gli stessi divisori, possiamo supporre che sia m > 0.

I nostri criteri faranno riferimento alle cifre della rappresentazione posizionale di m in
base 10; sia dunque

m=c.-10F+¢._, - 10"+ .. +¢;-103+ ¢ - 1024+ ¢, - 10 + ¢.

Per ogni numero intero a, indicheremo con [a] la classe di resto modulo n a cui
appartiene a; per il teorema 8.6.11, possiamo scrivere

(%) [m] = [ex] - [10]% + [ex—1] - [101F~1 + ... + [es] - [10D® + [e2] - [10]° + [e1] - [10] + [eo]-
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[Teorema 8.7.1]

Sia ¢, I'ultima cifra di m. Si ha
m=c¢, (mod?2)
m=c¢, (mod5)
e m = ¢, (mod 10).
Pertanto: m € divisibile per 2 sse I’ultima cifra di m ¢ 0, 2, 4, 6 oppure 8; m & divisibile per 5
sse I’ultima cifra di m € 0 oppure 5; m € divisibile per 10 sse I’ultima cifra di m e 0.

Dimostrazione — Se n =2 oppure n =25 oppure n =10, € [10] =[0] e quindi
dalla (%), ricordando I’osservazione 8.4.4, si ricava che

[m] = [co]
ossia (cfr. osservazione 6.2.2) m=c¢, (modn).

Le uniche cifre divisibili per 2 sono 0, 2, 4, 6 e 8; le uniche cifre divisibili per 5 sono 0
e 5; e I’unica cifra divisibile per 10 & 0. L asserto & cosi completamente provato.

[Teorema 8.7.2]

Siano ¢,, ¢; e ¢, le ultime tre cifre di m. Si ha
m = ¢ -[10] + ¢, (mod 4)
e m=c,-[10]> + ¢ - [10] + ¢, (mod 8).
Pertanto: m € divisibile per 4 sse ¢ divisibile per 4 il numero formato dalle ultime due cifre di
m; m € divisibile per 8 sse é divisibile per 8 il numero formato dalle ultime tre cifre di m.

Dimostrazione — Dalla (%) si ricava che
[m] = [ho] - [1000] + [c2] - [10]* + [e1] - [10] + [e] =
= [Au] - [100] + [e1] - [10] + [co].
Se n =8, & [1000] = [0] e quindi (ricordando I’osservazione 8.4.4)
[m] = [c.] - [10]* + [e:] - [10] + [co];
Se n =4, é [100] = [0] e quindi (ricordando ancora I’osservazione 8.4.4)
[m] = [e:] - [10] + [co]
come si voleva.

[Teorema 8.7.3]

Sia m un numero intero, e siano ¢, ¢;_i..., ¢, ¢ € ¢ le cifre di m. Si ha
m = (Ck—l—Ck,l—l—... +CQ+01+CQ) (mOd 3)

e m=(+c1+... +e+ca+ce) (mod9)
Pertanto: m e divisibile per 3 [risp.: per 9] sse é divisibile per 3 [risp.: per 9] la somma delle
sue cifre.

Dimostrazione — Se n =3 oppure n =9, e [10] = [1] e quindi dalla (%) si ricava
che [n] = [a]- [ + [eo ] - [ 4+ [e] - [P + [e] - [1] + [eo] =

= [ce] + [era]l + ... + [e2] + [ei] + [eo]l = [cr + cos + ... + 2+ 1 + .

Dall’osservazione 6.2.2 segue I’asserto.
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|Osservazione 8.7.4]

Sian = 9.

Per il teorema 8.6.11, se a =0b+ ¢ allora e anche [a] =[b]+[c]; se a=0b—c alloraé
anche [a] =[b] —[c]; se a=1b-c allora e anche [a] = [b]:[c]; & a =bg+ r allora e
anche [a] = [b][¢] + [r]. Attenzione: non vale il viceversal

Il teorema 8.7.3 giustifica la cosiddetta “prova del 9” per la somma, la sottrazione, la
moltiplicazione e la divisione euclidea.

|Esercizio 8.7.5]

Sian =9.

Si trovino dei numeri interi a, b e ¢ tali che a # bg+r ma [a] = [b][q] + [r], mostrando
cosi che la “prova del 9” fornisce una condizione necessaria ma non sufficiente per I’esattezza
del calcolo.

[Esercizio [*] 8.7.6]

Si enunci una “prova del 3” analoga a quella “del 9”. Si pud enunciare analogamente una
“prova del 2” ? E una “prova dell’ 8” ? E una “prova del 10” ? E una “prova del 6” ?
Perche la piu diffusa é la “prova del 9” ?

|Teorema 8.7.7|

Siano ¢, ¢4, ..., ¢, ¢ € ¢ le cifre di m, e supponiamo & pari (ponendo ¢, := 0 qualora m
abbia un numero pari di cifre). Si ha

m= (¢t — 1+ ... +c—c1+¢) (mod11)
ossia m=(c+co+...+c+c) —(ch—1+ck3+... +¢1) (mod1l).
Pertanto: m e divisibile per 11 sse é divisibile per 11 la differenza tra la somma delle sue cifre
“di posto dispari” e la somma delle sue cifre “di posto pari”.

Dimostrazione — Se n = 11 siha [10] = — [1], da cui (per il teorema 8.6.11)
[10]" = —[1] seheédispari e [10]" =[1] seh & pari.

Ancora per il teorema 8.6.11, e ricordando che abbiamo scelto ¢, in modo che k sia
pari, dalla (%) si ricava che
[m] = [ - (11" + [een] - (= 0D + .. + e - [+ [e] - (= [ + [eo] =
= [cr] = [cia]l + ... +[e2] = [a] + [co] = [cr — 1+ ... + 2 — 1+ .
Dall’osservazione 6.2.2 segue |’asserto.

|Esercizio [*] 8.7.8

Si enunci una “prova dell’11” analoga a quella “del 97, discutendone in raffronto vantaggi e
svantaggi.
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9.- CAMPI

9.1 - Campi.

Sia F un insieme con almeno due elementi, e siano +,- due operazioni in F (che
chiameremo rispettivamente somma e prodotto).

Si dice che F & un campo rispetto a + e - , oppure (piu correttamente!) che la terna
(F, 4+, -) &uncampo, se

(F, +, -) éunanello
e inoltre
(F\{0}, -) & un gruppo commutativo.

Sia (F, +, ) un campo. Il fatto che (F\{0}, - ) sia un gruppo commutativo comporta
in particolare che F\{0} & chiuso rispetto al prodotto. Dunque un prodotto di elementi di F
puo essere 0 solo se almeno uno dei fattori € 0 (questa é la cosiddetta legge di annullamento
del prodotto).

Sia (F, +, -) un campo, e sia x € F. Se n € Z*, si indica con nx I’elemento di F
ottenuto sommando n addendi tutti uguali a X (cioé: nx :== X + X + ... + X, dove X compare n
volte al secondo membro); si pone poi ( — n)x := — (nx). Convenendo infine che 0x = O ,
si e definito il significato della scrittura zx per ogni z € Z.

Sia (F, +, -) un campo, e sia x € F. Se n € Z™, si indica con x™ I’elemento di F
ottenuto moltiplicando n fattori tutti uguali a x (cioe: X™ := X - X - ... - X, dove X compare n
volte al secondo membro).

Q & un campo rispetto alle ordinarie operazioni di somma e prodotto.

L’insieme GIF(2) = {0, 1} & un campo rispetto alle operazioni +, - definite ponendo
0+0=0; 0+1=1; 1+0=1; 1+1=0; 0-0=0; 0-1=0; 1-0=0; 1-1=1.

Sia p un numero primo. L’anello Z, considerato in 8.6 € un campo, che si indica anche
con GIF(p). Per p = 2 si ottiene il campo considerato nell’esempio 9.1.2.
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[Esercizio [*] 9.1.4]

Sia (F, +, -) un campo. Si dimostri che
(m + n)x = mx + nx VYm,n € Z,X€F
(mx) - (ny) = (mn)(xy) VYm,n € Z, X,y € F

9.2 - Isomorfismo tra campi.

Siano (F, +, - )e(F’, @, ®) campi.
Una corrispondenza biunivoca f: F — F’ si dice un isomorfismo traF e F’ se
fx+y)=fx)afly) e f(x-y)=7FfXx) ofly) VX, y € F.

Due campi tra i quali esista un isomorfismo si “comportano allo stesso modo” rispetto alla
somma e al prodotto; si dice anche che “coincidono a meno di isomorfismi”.

[Esercizio [*] 9.2.1]

Siano (F, +, -)e(F’, &, ®) campi, e sia f: F — F’ un isomorfismo tra F e F’. Si dimostri
che la funzione inversaf —!:F* — F é unisomorfismo tra (F’, @, ®)e(F, +, -).

9.3 - Sottocampi.

Sia (F, +, -) un campo.

Un sottoinsieme non vuoto K di F, chiuso rispetto alla somma e al prodotto, si dice
sottocampo di F se (K, 4, -) e ancora un campo.

|[Esempio 9.3.1]

Q™ non & un sottocampo di (Q, +, - ), pur essendo chiuso rispetto alla somma e al prodotto.
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9.4 - Campi ordinati.

Siano (F, 4+, - ) uncampoe < una relazione di ordine totale in F (cfr. 5.2).

Si dice che (F, +, -, <) & un campo ordinato se (16)
94.C0O01] a<b = a+c<b+c Va, b, ceF;
94.C0O02] (a<b)A(c>0) = ac<hbc Va,b,ceF.

Le [9.4.CO7] e [9.4.CO2] esprimono in sostanza il fatto che la relazione d’ordine < €
“compatibile” con le operazioni di somma e prodotto definite in F.

[Esempio 9.4.1|

Il campo Q dei numeri razionali € un campo ordinato.

|Esempio 9.4.2]

Il campo GF(2) considerato nell’esempio 9.1.2 non e un campo ordinato. Mostriamo infatti
che: se per una relazione di ordine totale < in GIF(2) valesse la [9.4.CO1], non potrebbe essere
nto<1nel1<ao.

Se fosse
0<1
allora per la dovrebbe essere anche
0+1<1+1
ossia
1<0
dacui 0=1,assurdo.
Analogamente, se fosse
1<0
allora per la dovrebbe essere anche
1+1<0+1
ossia
0<1

da cui ancora 0 = 1, assurdo.

16 Tutte le volte che cio non dia luogo ad ambiguita scriveremo xy anziché x -v.
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[Teorema 9.4.3]

Sia (F, +, -, <) uncampo ordinato. Comunque presi a, b, ¢, d € F si ha
(a<b)An(c<d) = a+c<b+d
e (0<a<b)a(0<c<d) = ac<hd.

Dimostrazione — Sia a<b, ¢ <d. Perla[9.4.C01, da a < b segue che

a+c<b+c
eda ¢ <d segue che
b+c<b+d.
Per la proprieta transitiva della relazione < si ha allora che
a+c<b+d.
Siainoltre a, b, c,d € F'. Per la[9.4.C02], da a < b segue che
ac < bc
eda ¢ < d segue che
bc < bd.
Per la proprieta transitiva della relazione < si ha allora che
ac < bd.

[Teorema 9.4.4|

Sia p un numero primo. Il campo GF(p) (cfr. esempio 9.1.3) non & un campo ordinato.

Dimostrazione — Procediamo per assurdo, supponendo che esista in GF(p) una
relazione di ordine totale < tale che (GF(p), +, -, <) risulti un campo ordinato. Per
I’osservazione 8.4.5, deve essere vera una e una sola delle seguenti due relazioni: 1 > 0
oppure 1 < 0.

Supponiamo in primo luogo che si abbia 1 > 0; dal teorema 9.4.3 si ricava che
J+1+...4+41>0404...+0
p— 1 volte p — 1 volte

ossia.  —1>0 dacui,ancoraper il teorema943, —-1+1>0+1 wossia 0>1
assurdo perché abbiamo invece supposto che si abbia 0 < 1.

Supponendo che si abbia 1 < 0, si procede analogamente: dal teorema 9.4.3 si ricava
in primo luogo che — 1 < 0 e poi che 0 < 1 giungendo ancora ad un assurdo.
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Sia (F, +, -, <) uncampo ordinato.

Gli elementi x di F per i quali risulta x > 0 si dicono positivi; I’insieme di tali elementi
si indica con F. Gli elementi x di F per i quali risulta x < 0 si dicono invece negativi;
I’insieme di tali elementi si indica con F~.

Si noti che (poiché < & per ipotesi una relazione di ordine totale) {F", {0}, F~} ¢
una partizione di F (cfr. 3.7).

[Teorema 9.4.5|

Sia (F, +, -, <) uncampo ordinato. Comunque presi a, b, ¢, d € F si ha che
a<b = a+c<b+c;
(a<b)A(c>0) = ac<hbgc;
(a<b)A(c<d) = a+c<b+d;
(0<a<b)A(0<c<d) = ac<hbd.

Dimostrazione — Se a < b, per la[9.4.CO1]deve essere
a+c<b+ec

Se fosse a+ ¢ = b+ ¢, sommando — ¢ ad ambo i membri si avrebbe a = b, contro I’ipotesi;
dunque, a + ¢ < b + ¢, come si voleva.

Se a<b e c>0, perla[9.4.CO2]deve essere
ac < bc.

Se fosse ac = bc, moltiplicando ambo i membri per ¢! (che esiste, perché F & un
campo e ¢ # 0 essendo ¢ > 0) si avrebbe a = b, contro I’ipotesi; dunque, ac < bc, come si
voleva.

Le ultime due implicazioni seguono dalle prime due procedendo come nella
dimostrazione del teorema 9.4.3.
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[Teorema 9.4.6]

Sia (F, +, -, <) uncampo ordinato, e sia x € F. Si ha (17)
XeFT & —xeF.
Dimostrazione — Siax € F*. Allora
x>0
e dunque (per il teorema 9.4.5, sommando — x ad ambo i membri)
0> —X
ossia
—xekF.
Viceversa, sia —x € F~. Allora
—XxX <0

e dunque (per il teorema 9.4.5, sommando x ad ambo i membri)

0<x
ossia
xeF*
come si voleva.
|Teorema 9.4.7]
Sia (F, +, -, <) un campo ordinato. Per ogni x € F, si verifica uno e uno solo dei seguenti
casi:
xeF* oppure X=0 oppure —xeFT".

Dimostrazione — Siax € F.

Proviamo in primo luogo che si verifica almeno uno dei casi x € Ff, x =0,
— Xx € F*. Poiché la < ¢ per ipotesi una relazione di ordine totale in F, sara 0 < x oppure
x<0;se 0<x, siha x=0 oppure x e F";se x <0 siha x=0 oppure x € F~, ossia
(per il teorema 9.4.5) —x € F™.

Proviamo ora che si verifica uno solo dei casi x € Ff, x =0, —x € F".Sex =0 (e
quindi anche — x = 0) non pu0 essere x € F* né — x € F* per definizione di F. Se fosse
xeFte —xeFt sarebbe x>0e —x >0 (da cui ancora 0 > Xx), ossia x = 0 (per la
proprieta antisimmetrica) che & assurdo per la definizione di F™.

17 si ricordi che — x indica I’opposto di x, cioé il simmetrico di x rispetto alla somma, come convenuto
in 8.4.
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[Teorema 9.4.8]

Sia (F, +, -, <) uncampo ordinato. Comunque scelti X, y € F, si ha:
@) X<y = (-y<=X%);
(i)  x2>0;inoltre, (x> =0) & (x=10) ;
(z3t7) 1> 0(e, quindi, — 1 < 0); inoltre, k-1 > 0 perogni k € Z*;
(v) (x>0) & (x'>0);
(v) (x>y>0) = (x'<y™");
(vi))  (xy=0) = (VkeZ')((X*2y") & (x=y));
(it (0<x<1) = (X*<X).

Dimostrazione — Proviamo la (7). Dalla x <y segue subito (sommando — x ad ambo
i membri) chey —x > 0. Sey — x =0, allora x =y e quindi —x = —y, da cui in particolare
—y< —X.Sey—x>0,ey—xeF*" e quindi (per il teorema 9.4.6) x —y < 0, da cui
infine (sommando — x ad ambo i membri) — x> —y e dunque —Xx> —Yy, come si
voleva.

Proviamo la (i¢). Per la legge di annullamento del prodotto e per I’osservazione 8.4.4,
e chiaro che x> = 0 se e solo se x = 0. Se x > 0, allora x*> > 0 - x (per la [0.4.C02]), e dunque
x2 > 0 ricordando ancora I’osservazione 8.4.4. Se x < 0, allora — x > 0 (per il teorema 9.4.7)
e dunque ( — x)* > 0 per quanto appena visto. Daltro lato,

(=x)P=((-1)x*=(-1)x=x

ricordando I’osservazione 8.4.7.

Poiché 1 =12, e 1 # 0, dalla (ii) segue che 1 > 0; per induzione su k si prova
facilmente la (7i7).

Essendo (x!)~! = x, per provare la (iv) basta mostrare che (x > 0) = (x~* > 0). Sia
allora x > 0. Se fosse x~' < 0 (non pud essere X' = 0 per I’osservazione 8.4.4) sarebbe
—x1 >0 (per il teorema 9.4.6), e quindi —x~!-x > 0-x (per il teorema 9.4.5) ossia
— 1 > 0 contro la (zi7).

Proviamo ora la (v). Sia x >y > 0. Per la (iv) & anche x, y > 0; dunque x_'y~! > 0

per la[9.4.C02]. Applicando ancora la [9.4.C02] (conc = x 'y 1) allax >y, sitrovay ! > x7!,
come si voleva.

La (vi) equivale alla
X—y)XF L xE 2y xE3y2 4 xyPF 24y >0 & x—y>0
che & immediata per la essendo per ipotesi x, y > 0 e quindi anche
XF L4 xk=2y 4 xk=3y2 4 4 xyk 24 yhtl >0,

Proviamo infine la (vid). Poiché per ipotesi x > 0, per il teorema 9.4.5 si ha che
x<1) = (X*<Xx) e x>1) = (xX*>x)
da cui I’asserto.
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|Osservazione 9.4.9]

In un campo ordinato, I’equazione x>+ 1 =0 nell’incognita x non ha soluzioni.

Dimostrazione — Infatti, x>+ 1=0 equivalea x>= —1;ma x> 0 per ogni
x € F (per la (i7) del teorema 9.4.8) e — 1 < 0 (per la (i:7) dello stesso teorema 9.4.8).

Siano(F, +, -, <)e(F’, &, ®, =) campi ordinati.

Si dice isomorfismo tra (F, +, -, <)e(F’, &, ®, =) unisomorfismo tra i campi
(F, +, -)e(F, @, ®) (cfr. 9.2) per il quale sia inoltre
x<y <& fx)=2f(y) VX, y € F.

[Esercizio [*] 9.4.10|

Siano (F, +, -, <)e(F’, @, ®, <) campi ordinati, e sia f:F — F’ un isomorfismo tra F
e F’. Si dimostri che la funzione inversa f 1 : F* — F & un isomorfismo tra (F’, ©, ®, <)
e (F) +) " S )'

[Teorema 9.4.11]
Ogni campo ordinato possiede un sottocampo isomorfo a Q.

Dimostrazione — Sia (F, +, -, <) un campo ordinato. Definiamo una funzione ¢ :
Q — F ponendo e(2) = (mlg)(nlg)! VI € Q.

Si dimostra (ma noi omettiamo i dettagli) che ¢ € “ben definita” (cioe che ¢(~-) non dipende
dalla frazione - ma solo dal numero razionale che - rappresenta), che ¢ € iniettiva (e
quindi, poiché D(p) = Q, ¢ € una biiezione tra Q e ¢(Q), cfr. 4.4), e infine che ¢ € un
isomorfismo fra campi ordinati.
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10.- IL CAMPO DEI NUMERI REALI

10.1 - Definizione di R. Numeri razionali, irrazionali, algebrici, trascendenti.

Vale il seguente importante teorema del quale omettiamo la dimostrazione:

[Teorema 10.1.1]
Esiste un campo ordinato completo, e tutti i campi ordinati completi sono isomorfi fra loro.

Il teorema 10.1.1 consente di porre la seguente definizione: si dice campo dei numeri
reali, e si indica con R, un campo ordinato completo. Nel seguito, coi simboli “0” e “1”
indicheremo sempre gli elementi neutri di R per, rispettivamente, la somma e il prodotto.

Per il teorema 9.4.11, I’insieme dei numeri reali che si possono scrivere nella forma
(m-1)-(n-1)"! con m, n € Z & un sottocampo di R isomorfo al campo Q dei numeri
razionali. Gli elementi di tale sottocampo si dicono reali razionali; gli elementi del
complementare si dicono reali irrazionali. Nel seguito identificheremo sempre, come € usuale,
il numero reale razionale (m-1)-(n-1)"! con il numero razionale rappresentato dalla
frazione .

Sia a € R. Si dice che « & algebrico se esiste un polinomio p(z) € Z[z] tale che
p(a) = 0, ossia se « & radice di un opportuno polinomio a coefficienti interi. Si dice che « é
trascendente se non é algebrico, ossia se non & radice di alcun polinomio a coefficienti interi.

|Osservazione 10.1.2]

Ogni numero razionale ¢ algebrico.
Dimostrazione — Sia 7+ € Q. Allora * é radice del polinomio nx —m € Z[z].

Per I’osservazione 10.1.2, ogni numero trascendente & irrazionale; esistono tuttavia
numeri irrazionali algebrici (cfr. 10.3). In altri termini, I’insieme dei numeri razionali & un
sottoinsieme proprio dell’insieme dei numeri algebrici che a sua volta & un sottoinsieme
proprio di R.

Si dice valore assoluto di = e si indicacon | z | la funzione R — R cosi definita:
T sex >0

|x|:: —x sex <0.
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10.2 - La rappresentazione dei numeri reali sulla retta.

Supponiamo di aver fissato nel piano una unita di misura . | numeri reali ci
consentono di assegnare una misura anche ai segmenti non commensurabili con /: per ogni
segmento S, si considera I’insieme delle misure di tutti i segmenti contenuti in S e
commensurabili con ¢/ (cfr. 1.4); tale insieme non e vuoto ed e superiormente limitato (cfr.
[9], Assioma V-1) e dunque, per la completezza di R, ammette un estremo superiore, che si
assume come misura di S.

Se Pq, P5 sono punti distinti del piano, la misura del segmento che li ha per estremi si
dice distanza fra Py e Py, e si indica con d(P1, P2). Conviene definire la distanza tra punti
anche nel caso in cui questi coincidano; se P e un punto del piano, si pone d(P, P) = 0.

Si puo dimostrare il seguente importante teorema:

[Teorema 10.2.1]

Esiste una corrispondenza biunivoca f tra I’insieme R dei punti della retta e I’insieme R dei
numeri reali. Fissati in R due punti O (origine) e U (punto unitd), f resta univocamente
determinata dalle condizioni

(i) f(O)=0;
(i) f(U) = 1;

(747) comunque msi P1, P2 € R, il segmento P;1P5 ha misura |f(Py) — f(P2)| rispetto
all’unita di misura OU.

Una corrispondenza biunivoca fra R e R che verifichi le condizioni (i), (i7) e (ii7) del
teorema 10.2.1 si dice un sistema di riferimento cartesiano su R, oppure un sistema di ascisse
su R; per il teorema 10.2.1, essa resta completamente individuata dalla scelta dei punti O e U.

|Osservazione 10.2.2|

Sia f un sistema di riferimento cartesiano su R. La funzione inversa f~1 (cfr. 4.6) ¢ una
corrispondenza biunivoca fra R e R che “estende” la rappresentazione dei numeri razionali
descritta in 1.8.
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10.3 - La radice n-sima di un numero reale.

Siaa € R", esian € N. Si dice radice n-sima di a, e si indica con \/E un nUMero
reale r > O tale chesia " = a.

[Teorema 10.3.1]
Per ogni a € R*, e per ogni n € N, esiste una e una sola radice n-sima di a.

Cenno sulla dimostrazione — Sia X = {z € R*/z" <a}. L’insieme X &
superiormente limitato (da a se a > 1, da 1 altrimenti) e dunque ha un estremo superiore z;: Si
dimostra che ! = a mostrando che non puo essere z! < a né x > a (nel cason = 2, tale
dimostrazione e identica a quella che abbiamo visto in 5.6.4).

Che la radice n-sima di a sia unica segue poi dal fatto che (0 < z < y) = (2" < y").

La nozione di radice n-sima si estende ai numeri reali negativi quando = é dispari,
ponendo per a < 0 e n dispari Va = —3/—a.

10.4 - Potenze in R.
Sia b un numero reale, e sia o un numero naturale.

Se a > 2, si dice potenza di base b ed esponente «, e si indica con b, il prodotto di «
fattori uguali a b. Si pone poi b':=b e b°:=1.

Si dimostra facilmente che, comunque presi a, b € R e comunque presi a, 3 € Z™,
valgono le proprieta

10.4.P1 (ab)“ = a®b%;
10.4.P2 a® P = a%aP:
10.4.P3 (a®)? = a*P.

Sia b un numero reale, e sia o un numero intero positivo.

Si dice potenza di base b ed esponente — «, e si indica con b~ ¢, il reciproco della
potenza di base b ed esponente «, ossia b~ := (b*)~ L.

Si dimostra facilmente che continuano a valere le proprieta [10.4.P1], [10.4.P2] e [10.4.P3]
comunque presi a, b € R e comunque presi «, 3 € Z.
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|Teorema 10.4.1]
Siano m;, ms € Z € ny, ne € Z* tali che :’j—f = Zj—; Per ogni b € R*, si ha

W

Dimostrazione — Procediamo per assurdo, e supponiamo che sia (ad esempio)

Vo < Vb

Poiché V/bm™ e /bm sono per definizione maggiori di zero, si ha allora (per la (vi) del

teorema 9.4.8)
()" < ()"

D’altro lato, per la[10.4.P3],
(’”1/bm1 )nan — ((”1/bm1 )m)HQ — (bm1)n2 = pmne

e analogamente

()" = ()™ = (5)") = o=

Pertanto 6™ < p™2™ e ci0 € assurdo perché per ipotesi miny = mon;.

Sia ora b un numero reale positivo, e sia a un numero razionale, o = > conm € Z e
neZt.

Si dice potenza di base b ed esponente «, e si indica con b“, la radice n-sima (cfr.
10.3) della potenza di base b ed esponente m, ossia

b%::\”/bT.

Per il teorema 10.4.1, la definizione data non dipende dalla particolare frazione -

scelta per rappresentare «. Si pud dimostrare che continuano a valere le proprieta [10.4.P1],
[10.4.P2] e [10.4.P3] comunque presi a, b € R™ e comunque presi a, 5 € Q.

Sia b un numero reale maggiore di 1, e sia o un numero reale. L’insieme
{z € R/ z = b con t numero (reale) razionale minore o uguale ad o'}

non € vuoto, e (si pud dimostrare che) e superiormente limitato da ogni numero reale della
forma o™ con n numero (reale) razionale maggiore di «. Tale insieme ha pertanto estremo
superiore. Si dice potenza di base b ed esponente «, e si indica con b“, I’estremo superiore di
tale insieme, ossia

b* :=sup {z € R/ x = b’ con t numero (reale) razionale minore o uguale ad «}.
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Sia b un numero reale positivo minore di 1, e sia o un numero reale. L’insieme
{z € R/x = b’ con ¢t numero (reale) razionale minore o uguale ad o}

non € vuoto, e (si puo dimostrare che) € inferiormente limitato da ogni numero reale della
forma o™ con n numero (reale) razionale maggiore di «. Tale insieme ha pertanto estremo
inferiore. Si dice potenza di base b ed esponente «, e si indica con b“, I’estremo inferiore di
tale insieme, ossia

b* == inf {x € R/ x = b" con ¢ numero (reale) razionale minore o uguale ad a/}.

Si pone infine 1% := 1 per ogni o € R. Si & cosi definita la potenza di base b ed
esponente « per ogni numero reale positivo b e per ogni numero reale «. Si noti che tale
potenza risulta sempre essere un numero reale positivo.

Si pud dimostrare che continuano a valere le proprieta [10.4.P1], [10.4.P2] e [10.4.P3]
comunque presi a, b € R™ e comunque presi «, 5 € Q.

[Teorema 10.4.2]
Sia b un numero reale positivo diverso da 1. L applicazione exps : R — R™ definita ponendo
expy(x) :=b* € unisomorfismo tra i gruppi (R, +) e (R*, -).

Dimostrazione — Poiché b >0, D(expy) =R; per la [104P2, exp, € un
omomorfismo tra i gruppi (R, +) e (R*, -). Omettiamo la dimostrazione della iniettivita e
della suriettivita di exps.

Sia b un numero reale positivo diverso da 1, e sia exps:R — R* I’isomorfismo
considerato nel teorema 10.4.2. La funzione inversa (cfr. 4.6) &€ un isomorfismo tra i gruppi
(R*, -) e (R, +) che sidice logaritmo in base b e si indica con logs. Si ha dunque

y=logp(z) < b =nuz.

[Teorema 10.4.3]
Siano a, b numeri reali positivi diversi da 1. Per ogni z € R™, si ha

log,(x
logy () = Bga((b) .

)
Dimostrazione — Dobbiamo provare che log, (z) = log,(b) - l0gs (), 0ssia che

'0%a(b)-10gs(z) — ..
In effetti, 109a(b)-logs(z) (a'og"(b))logb(x) = plog(7) = 4

come si voleva.
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10.5 - L’insieme R™.
Sia n un numero intero positivo.

Coerentemente con quanto gia stabilito in 3.9, diremo n-pla ordinata di numeri reali
un ente caratterizzato da = numeri reali (detti componenti dell’n-pla) e dall’ordine in cui
questi vengono considerati. L’insieme di tutte le n-ple ordinate di numeri reali si indica con
IR’IL.

Gli elementi di R? (ciog, le 2-ple ordinate di numeri reali) si dicono coppie ordinate di
numeri reali. Gli elementi di R? (ciog, le 3-ple ordinate di numeri reali) si dicono terne
ordinate di numeri reali.

|Esempio 10.5.1|

Sono coppie ordinate di numeri reali: (m, 3); (=5, 12); (V7 =2, 7 +/3).

Sono terne ordinate di numeri reali: (1,0, =3); (/7 +1,125, &); (-2, —12,8).

Sono 4-ple ordinate di numeri reali: (%, 7,—13,414); (1,0, —1,0); (V2. m —1,/3).

Sia n un numero intero positivo.

Nell’insieme R™ ¢é utile definire un’operazione (cfr. 7.1) detta somma e indicata con
+ , ponendo:

(a/la ag, ..., an) + (bla bQ! s bn) = (afl + bla a2 + b?a ey Qpy + bn) .
Si definisce anche il prodotto di un elemento di R™ per un numero reale, ponendo:
A(ay, ag, ..., a,) = (Nay, Nag, ..., Aay)

per ogni A € R e per ogni (ai, as,...,a,) € R". Si noti che questo “prodotto” non é
un’operazione nel senso definito in 7.1.

|Esempio 10.5.2|
Siha (1,-2,3)+(3,3,-1)=(1,2 e (5,m—16)+(3, -7 3 1) =(027).

La scrittura (1, —2, 3) + (5, w, —1, 6)  non ha senso (infatti si & definita la somma in R"
per ogni numero intero positivo n ma non si é definita la somma fra un elemento di R™ e un
elemento di R™ quando n # m).

Siha 3(-1,24)=(-3,612) e 7(L0 §, —%)=(n0 3, —3).
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11.- ELEMENTI
DI CALCOLO COMBINATORIO

11.1 - Introduzione.

Sia dato un numero finito » di oggetti (n € N). A partire da questi, si possono con vari
criteri individuare “raggruppamenti” (espressione volutamente vaga, che potremo precisare
solo caso per caso) di k oggetti (k € N). Ad esempio:

— scegliere k oggetti, anche ripetuti;
— scegliere k oggetti tutti distinti fra loro (in questo caso dovra essere k < n);
— come sopra, e inoltre stabilire un ordinamento degli oggetti scelti.

In ciascuno di questi casi, fissato cioe un certo criterio di formazione dei
raggruppamenti, ha interesse chiedersi guanti distinti raggruppamenti si possono formare col
criterio dato (che cosa si debba intendere per “distinti” dipende dal criterio di formazione
scelto). Il “calcolo combinatorio” risponde a questa domanda, fornendo in funzione din e & il
numero dei “raggruppamenti distinti” che si possono formare in base a ciascuno dei criteri
sopra elencati.

In tutto questo capitolo, supporremo fissato un insieme finito A,, = {a;, az, ..., an }.
E owvio, e lo osserviamo una volta per tutte, che quanto diremo non dipende in alcun modo
dalla “natura” degli elementi a;, as, ..., a, ma solo dal numero naturale »; in particolare, non
perdiamo in generalita nel ragionamento “etichettando” gli elementi di A, con i numeri
naturali da 1 a n (come abbiamo fatto apponendovi I’indice).

11.2 - k-disposizioni con ripetizione.

Quante “colonne” bisogna giocare al “Totocalcio” per essere sicuri di “fare 14”? Tutte
quelle possibili, ovviamente. E quante sono?

Abbiamo qui un insieme di tre “oggetti” (i simboli “1”, “X”, “2”): usandoli anche
ripetutamente dobbiamo formare tutti i possibili raggruppamenti di 14 oggetti ordinati in tutti i
modi possibili. Il primo oggetto puo essere scelto in tre modi diversi. Poiché ogni oggetto puo
apparire anche piu volte, per ciascuna di queste tre scelte ve ne sono tre possibili per il
secondo oggetto; per ciascuna delle nove ( = 3 - 3) possibilita cosi ottenute ve ne sono tre per
la scelta del terzo oggetto; e cosi via, ottenendo in tutto 3-3-... -3 = 314 ( = 4.782.969)
possibili “colonne” del “Totocalcio”. Formalizziamo ora questo ragionamento per il caso
generale.
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Sia k£ un numero naturale.

Si dice k-disposizione (con ripetizione) di ai, as, ..., a, (0 anche disposizione di
a, as, ..., a, a k ak)ogni k-pla ordinata di elementi di A,, (cioé ogni elemento del prodotto
cartesiano (A,,)¥).

Naturalmente I’espressione “con ripetizione” (che infatti abbiamo scritto fra parentesi)
sta ad indicare la possibilita, non I’obbligatorieta che qualche elemento di A, compaia piu
volte nella k-pla; le “ripetizioni” sono forzate solo se £ > n (come nell’esempio sopra).

[Teorema 11.2.1]

Sia k£ un numero intero positivo.

Il numero delle k-disposizioni (con ripetizione) di aj, a, ..., a, & n*.

Dimostrazione — Si tratta di provare che |(A,)*| = n*. Cio si prova facilmente per
induzione su n osservando che per due insiemi finiti A, B si ha |A x B| = |A| - |B].

|[Esercizio 11.2.2]

Il codice di accesso a una banca dati € una sequenza ordinata di cinque caratteri alfanumerici
(lettere dell’alfabeto inglese e cifre). Quanti sono i codici possibili?

Soluzione — Sono tanti quante le disposizioni con ripetizione di 36 ( = 26 + 10)
oggetti a 5 a 5, cioé 36° = 60.466.176.

|[Esercizio 11.2.3]

In una nazione, le automobili sono targate con sequenze ordinate di sei cifre; in un’altra, con
sequenze ordinate di cinque caratteri alfanumerici escludendo le lettere “I”, “O”, “Q”, “B” che
possono dar luogo ad ambiguita di lettura da lontano. Quante auto possono essere targate con
questi metodi?

Soluzione — Col primo metodo si possono targare 10° ( = 1.000.000) auto; col
secondo, 32° = 33.554.432.
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11.3 - k-disposizioni semplici.

Supponiamo che ad una gara di atletica partecipino otto atleti. Quante sono le possibili
disposizioni degli atleti sul podio al termine della gara? Prescindiamo naturalmente dalle
capacita agonistiche degli atleti.

Abbiamo qui un insieme di otto elementi (gli atleti) con i quali dobbiamo formare tutti
i possibili raggruppamenti costituiti da tre elementi distinti ordinati in tutti i modi possibili. Il
primo atleta puo essere scelto in otto modi diversi; per ciascuna di queste otto scelte ve ne
sono sette possibili per il secondo; per ciascuna delle 56 ( = 7 - 8) possibilita cosi ottenute ve
ne sono 6 per la scelta del terzo atleta. Si ottengono in tutto 8-7-6 = 336 possibili
disposizioni.

Le disposizioni che abbiamo considerato con questo esempio sono particolari
k-disposizioni: in esse infatti gli elementi che compaiono sono tutti distinti; esse si dicono
k-disposizioni semplici. Ne diamo adesso la definizione precisa.

Sia k un numero naturale minore o uguale a n.

Si dice k-disposizione semplice di aj, as, ..., &, (0 anche disposizione semplice di
a, as, ..., a, akak)ognik-plaordinata di elementi di A, tutti distinti fra loro.

Quante sono le k-disposizioni semplici di n oggetti? A differenza di quanto avviene
per le disposizioni con ripetizione, nel formare una k-disposizione semplice si puo scegliere in
n modi diversi soltanto il primo elemento; per la scelta del secondo si hanno n — 1 possibilita,
per quella del terzo n — 2, e cosi via fino al k-simo per il quale si hanno soltanto n — (k — 1)
possibilita. Esistono percio in tutto n- (n — 1) - ... - (n — k + 1) k-disposizioni semplici di n
oggetti.

[Teorema 11.3.1]

Sia k& un numero intero positivo minore o uguale a n.
Il numero delle k-disposizioni semplici di a;, as,...,a,€ n-(n—1)-... -(n—k+1).

Dimostrazione — Il ragionamento che abbiamo fatto sopra pud essere formalizzato
procedendo per induzione. Basta osservare che da ogni (k — 1)-disposizione semplice di
a, as, ..., a, Si pud ottenere una k-disposizione semplice “aggiungendo” uno dei restanti
n—(k—-1) (=n-—k+1) elementi: con questa costruzione, ogni (k — 1)-disposizione
semplice da luogo a n —k+1 k-disposizioni distinte; d’altro lato, (k — 1)-disposizioni
semplici distinte danno luogo a k-disposizioni semplici distinte (perché differiscono in uno dei
primi & — 1 elementi). Dunque, se il numero delle (k — 1)-disposizioni semplici distinte €
D1, il numero delle k-disposizioni semplici € (n — k + 1) - Dy_1.

Procediamo allora per induzione su k. Se k = 1, € immediato che le 1-disposizioni
semplici di aj, as, ...,a, sono n. Supponiamo allora (ipotesi di induzione) che le
h-disposizioni semplici siano n-(n—1)-... - (n — h + 1); per quanto sopra osservato, le
(h + 1)-disposizioni semplici di a;, @, ...,a, sono (n-(n—1)-... - (n —h+1)) - (n— h),
come si voleva.
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|[Esercizio 11.3.2]

Quante bandiere tricolori (formate da tre bande verticali colorate) si possono formare con
cinque colori assegnati?

Soluzione — Larispostaé 5-4 -3 = 60.

Particolare importanza riveste il caso k = n: il problema non & in questo caso quello di
scegliere gli elementi (vanno presi tutti!) ma quello di ordinarli. Il numero dei modi distinti in
cuiciosipuo faree n-(n—1)-...-3-2-1,cioe il prodotto dei primi n numeri naturali:
tale numero si indica con

n!  (leggi: “n fattoriale™).

|Osservazione 11.3.3]

Ricordiamo (cfr. 4.4) che si dice permutazione su A, ogni corrispondenza biunivoca
A, — A,. Ogni permutazione = di A, individua una n-disposizione semplice di
a, as, ..., a,, precisamente la

( 7r(a1), 7'('(3.2), . W(an) );
e chiaro che permutazioni distinte individuano n — disposizioni distinte e che si ottengono
cosi tutte le n — disposizioni semplici di aj, as, ..., a,. Dunque i due concetti (permutazione

su A, n-disposizione semplice di a;, as, ..., &,) Si possono identificare.

Con la notazione sopra introdotta, e ponendo per comodita 0! =1, possiamo
riformulare I’enunciato del teorema 11.3.1:

[Teorema 11.3.4]

Sia k& un numero intero positivo minore o uguale a n.

Il numero delle disposizioni semplici di n oggettiak a k é (nﬁ—lk)l

In particolare, il numero delle permutazioni su n oggetti & n!.

|[Esercizio 11.3.5]

Quante sono le possibili classifiche finali di un campionato di calcio a 20 squadre?
Naturalmente prescindiamo, anche qui, dalle capacita agonistiche delle squadre.

Soluzione — Larisposta : 20! ( ~ 2,433 - 101%).
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|[Esercizio 11.3.6]

Una certa emittente televisiva privata trasmette solo film. In quanti modi diversi puo
organizzare un palinsesto di 5 film scegliendoli tra 7 titoli?

7!
20

Soluzione — La risposta & (=7-6-5-4-3=2.520).

|[Esercizio 11.3.7]

Quanti anagrammi (a prescindere dal senso) si possono ottenere dalla parola “ramo”? E quanti
dalla parola “mamma’?

Soluzione — Gli anagrammi di “ramo” sono tanti quante le permutazioni su 4 oggetti,
ossia 4! ( = 24). Se anagrammiamo la parola “mamma”, non ha senso distinguere fra loro gli
anagrammi che differiscono per una permutazione sulle tre “m”, o quelli che differiscono per
una permutazione sulle due “a”.

Si ottengono dunque

31.21

anagrammi distinti.

11.4 - k-combinazioni semplici.

Supponiamo che un giornale quotidiano lanci un concorso basato sulle quotazioni in
borsa di 48 titoli numerati da 1 a 48. Vengono distribuite tesserine contenenti ciascuna 8
numeri diversi compresi tra 1 e 48; quante diverse tesserine possono essere distribuite? Si noti
che i numeri su ciascuna tesserina sono sempre disposti in ordine strettamente crescente: cio
significa che dobbiamo formare tutti i possibili raggruppamenti di 8 numeri distinti (scelti tra
1 e 48) senza poterli distinguere in base all’ordine dei numeri (perché tale ordine resta
univocamente determinato dalla scelta dei numeri).

Sia k& un numero naturale minore o uguale a n.

Si dice k-combinazione semplice di aj, ao, ..., a, (0 anche combinazione semplice di
ai, as, ..., a, a k a k) ogni k-pla ordinata (a;,, a;,, ..., a;,) per laquale siai; <iy < ... <.

E utile (lo vedremo pitl avanti) formalizzare la definizione di k-combinazione semplice
utilizzando, come abbiamo fatto, la nozione di k-pla ordinata; bisogna pero aver ben chiaro
che I’ordinamento & determinato dagli elementi, e quindi le k-combinazioni semplici sono
individuate solo dalla scelta degli elementi, e non dal loro ordinamento. Lo ribadiamo col
seguente teorema:
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[Teorema 11.4.1]

Le k-combinazioni semplici di a;, as, ...,a, Ssono in corrispondenza biunivoca con i
sottoinsiemi di {ay, ay, ..., &,} che hanno cardinalita k.

Dimostrazione — Sia C I’insieme delle k-combinazioni semplici di a;, as, ..., a,, €
sia S I’insieme dei sottoinsiemi di A,, formati da & elementi.

Sia f:C — S la funzione che alla k-combinazione semplice (a;,, &, ..., a;,) associa
I’insieme {a;,a;,,...,a;} (poiche per ipotesi i3 <iy <... <i, gli elementi
a;,, &, .-, &;, Sono tutti distinti e dunque effettivamente {a;, a;,, ..., a;,} € S).

Proviamo che f e suriettiva: se {a;, a;,, ..., a;,} € S, riordinando opportunamente i

suoi elementi possiamo ottenere una k-combinazione semplice, la cui immagine mediante f ¢
proprio {a;,, aj,, ..., ;. }.

Proviamo infine che f € iniettiva: k-combinazioni semplici che hanno la stessa
immagine mediante f sono formate dagli stessi elementi; poiché tali elementi possono essere
ordinati in un solo modo rispettando la condizione che gli indici siano strettamente crescenti,

le k-combinazioni semplici da cui eravamo partiti devono coincidere.

[Teorema 11.4.2]

Sia k& un numero naturale minore o uguale a n.
Il numero delle k-combinazioni semplici di a;, as, ..., a, € m

Dimostrazione — Sia D I’insieme delle k-disposizioni semplici di a;, as, ..., a,.
Definiamo in D la seguente relazione:
(az-l, Qigy o - ey al-k,) ~ (ajl, Qjyy -y ajk)
se e solo se esiste una permutazione = Su iy, s, ..., i tale che
7T(’i1) = jl, 7T(i2) = jg, ey W(Zk) = Jk
Si verifica facilmente che ~ ¢ una relazione di equivalenza su D, e che ogni k-combinazione
semplice appartiene ad una e una sola classe di equivalenza. Ogni classe di equivalenza ha k!
elementi (perche le permutazioni su k oggetti sono k!, cfr. 11.3.4), dunque le classi di
equivalenza sono
2. n!
BT EL(n—k)

Questo e anche il numero delle k-combinazioni semplici di a;, as, ..., a,.
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Sia k& un numero naturale minore o uguale a n. Il numero

n!

-(n—R)!

si indica con ( Z ) (leggi: “n su k). Tutti i numeri della forma ( Z ) (con k < n) si dicono
coefficienti binomiali.

Possiamo cosi riformulare il teorema 11.4.2;

[Teorema 11.4.3]

Sia k& un numero naturale minore o uguale a n.
. . . e g \ n
Il numero delle £ — combinazioni semplici di a;, as, ..., a, € ( k )

[Esempio 11.4.4|

Il numero delle tesserine contenenti ciascuna 8 diversi numeri naturali compresi tra 1 e 48 é
48 \  48-47-46-45-44-43-42-41
( 8 ) - 8-7-6-5-4-3-2 = 377.348.994.

Il teorema che segue espone le relazioni piu importanti che intercorrono fra i
coefficienti binomiali: su di esse, fra I’altro, é fondata la regola pratica per il calcolo dei
coefficienti binomiali.

[Teorema 11.4.5]

Sia k& un numero naturale minore o uguale a n. Si ha

@ () =(."%); @ (1)=("")+(50)s

@r (D= () @ ()=

Dimostrazione — Si tratta di semplici verifiche.
Proviamo la (a).

n . n! . n! n! [ n
(n—k‘ ) = (n=k)-(n—(mn—k)! T (m—K)Ik! T Ekl(n—Fk)! — ( k )
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Proviamo la (b). Si ha

-1 -1 (n—1)! (n—1)!
(nk )+ ( [ ) = Fh—k—D T DR

Riduciamo allo stesso denominatore le due frazioni al secondo membro; a tale scopo,

moltiplichiamo la prima per Z—:Z e la seconda per %

Si ottiene
(n—1)1-(n—k) (n=D1Vk  (n=Dl(n—k+k) n! _(n
=k T R—R)l = T Rk = T n—k)Y ( k )
Proviamo la (¢). Si ha
! ! (n—1)! -1
k- ( Z ) =k k!-(g—k)! - (k—l)?(n—k)! = =D =k T ( Z—1 )

Proviamo infine la (d). Si ha

Applicando le relazioni espresse dal teorema 11.4.5 si costruisce il triangolo di
Tartaglia (detto anche triangolo di Pascal), riportando su righe successive i coefficienti
n

binomiali (k) in modo che (numerando le righe con 0, 1, 2, ...) la riga n-sima consista
nell’ordine dei numeri (¢ ), (7)., ..., ().

1 n

Precisamente:

— Il primo e ultimo numero di ogni riga € 1 (per la (¢) del teorema 11.4.5, tenendo conto
della (a));

— Ogni numero di ciascuna riga, eccetto il primo e I’ultimo, ¢ la somma dei due numeri
immediatamente soprastanti (per la (b) del teorema 11.4.5);

— Lo schema é simmetrico rispetto a un asse di simmetria verticale (per la (a) del teorema
11.4.5).
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[Teorema 11.4.6]
Sia (F, 4+, - ) uncampo. Sea, b € F, siha

@+ = (3)a+ ()a bt (1 )ab o (1) = 32 (1 )ar bt

Dimostrazione — Valutiamo il polinomio (a + b)". Si ha
@+b)"=((@+b)y-(a+b)-... -(a+b) (nvolte).

L’espressione al secondo membro si sviluppa nella somma di prodotti ottenuti scegliendo uno
dei due termini a, b per ciascuno degli n fattori in tutti i modi possibili. Tali prodotti, per la
proprieta commutativa della moltiplicazione, si possono scrivere tutti nella forma a*b"*
(notiamo che la somma degli esponenti deve essere n).

Fissiamo I’attenzione su un particolare valore di k: quante diverse scelte dei termini a, b
danno luogo al prodotto a*b”~*? “Etichettiamo” ogni fattore (a + b) conuna; (i =1, ..., n);
ogni scelta che comprende esattamente & volte “a” corrisponde a un sottoinsieme di A,, di
cardinalita £ (formato da quei & elementi che “etichettano” i fattori dai quali € stato scelto
“a”): dunque (per 11.4.1 e 11.4.3) nello sviluppo di (a+ b)" vi sono esattamente () )
termini della forma a*b”~*. Da cio segue I’asserto.

n

| numeri della forma (}) con n, k€ N e k <n si dicono coefficienti binomiali
proprio perché compaiono come coefficienti nello sviluppo della potenza n-sima del binomio
a+Db.

[Teorema 11.4.7]
[P(A,)| = 2.

Dimostrazione — Per ogni numero naturale k < n, esistono esattamente (’,j)
sottoinsiemi di A,, aventi cardinalita & (cfr. 11.4.1 e 11.4.3). Dunque,
n

PA) =3 (1).

D’altro lato, applicando in R il teorema 11.4.6 con a = b = 1, si ottiene

Zn:(Z):i(Z)ln’k'l’“z(lJrl)“:zﬂ.

11.5 - k-combinazioni con ripetizione.

Supponiamo di avere a disposizione una quantita illimitata di palline di tre colori:
rosso, verde, azzurro. Quanti sacchetti “diversi” di sette palline possiamo formare? (Due
sacchetti si considerano “diversi” se differiscono per il numero delle palline di uno almeno dei
tre colori). E chiaro che questo non pud essere interpretato come un problema di disposizioni
dei tre colori dati (I’ordine delle palline non contal!); non si tratta perd nemmeno di
combinazioni semplici, perché i colori possono (in questo esempio, devono) essere ripetuti.
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Se I’esempio delle palline colorate sembra troppo frivolo, si pensi a quest’altro
problema: quanti termini ha il polinomio omogeneo generale di grado sette nelle tre
indeterminate X, y, z? La risposta & data dal numero dei monomi “diversi” della forma x*y“z”
cona, 8,7 € Nea+ [+ = 7; ciascuno di questi monomi € un “sacchetto” di sette lettere
scelte tra x, y, z. Questo problema ha dunque la stessa soluzione del precedente.

Sia k& un numero intero positivo.

Si dice k-combinazione con ripetizione di a;, as, ..., a, (0 anche combinazione con
ripetizione di a, as, ..., &, a k a k) ogni k-pla ordinata (a;,, a;,, ..., a;,) per laquale sia
11 <19 < ... <7

Notiamo che in questa definizione, come gia in quella di k-combinazione semplice, la
scelta degli elementi a;, determina il loro ordinamento; solo tale scelta caratterizza dunque le
k-combinazioni.

[Teorema 11.5.1]
Sia k£ un numero intero positivo.

Il numero delle k-combinazioni con ripetizione di a, as, ..., a, € ( nka_l )

Dimostrazione — Sia C" [I’insieme delle k-combinazioni con ripetizione di
a, ag, ..., a,, esia K I’insieme delle k-combinazioni semplicidi 1,2, ..., n+ k — 1.
Per provare I’asserto, sara sufficiente dimostrare che la funzione f:(A,)* — N* che alla k-
pla ordinata (a;,, a;,, &, --., &;,) associa la k-pla ordinata (i1, io + 1,43+ 2, ..., i + k — 1)
e una corrispondenza biunivocatra C" e K.
Osserviamo in primo luogo che f(C") C K. In effetti, se

1<y <ip<izg<... <ip<n,
si ha certamente
1<y <igt+1l<ig+2< ... < +k—1<n+k-—1.

Inoltre, f & iniettiva (se due k-combinazioni con ripetizione differiscono per la j-sima
componente, cio avviene anche per le corrispondenti (n + k — 1)-combinazioni). Resta da
provare che f é suriettiva. Sia (j1, jo, ..., ji) € K; allora

1<p<p<..<jpgpsn+k-1,

da cui
I<pn<jp-1<p-2<..<j—-k+1
e quindi
(@i, @iy—1, Biy—2, .-, 1) € CY;
ma f(a;,, aj,—1, j,—2, ..., &j,—k+1) = (1, j2, ..., Jr) € I’asserto risulta cosi completamente

provato.



Marco Barlotti - appunti di ISTITUZIONI DI MATEMATICA - vers. 2.22 - Pagina 89

Siamo in grado ora di risolvere il problema (anzi, i due problemi) da cui eravamo
partiti.

La risposta e

()= (2) =

|[Esercizio 11.5.2]

Quanti sono i numeri di 6 cifre nei quali ogni cifra € maggiore o uguale alla successiva? (Sono
esempi di tali numeri: 755420, 555555, 654311.)

Soluzione — | numeri considerati restano individuati dalle 6-combinazioni con
ripetizione delle 10 cifre (bisogna escludere la (0, 0, 0, 0, 0, 0), che non corrisponde a un
numero di sei cifre); sono dungue

(10+66_1)_1:(15)_1:5004-

11.6 - Esercizi di ricapitolazione.

116.1

E dato un insieme finito X. Se il numero dei sottoinsiemi di X che hanno cardinalita 5 & uguale
al numero dei sottoinsiemi di X che hanno cardinalita 3, qual ¢ la cardinalita di X?

Soluzione — Sia [X| = n. Per ipotesi, ( g ) = ( g ) ossia

n:(n=1)-(n=2)-(n—=3)-(n—4)  n-(n=1)-(n—2)
5-4-3-2 - 3:2

da cui (n—3)-(n—4)=20.
Tale equazione di secondo grado nell’incognita » ha la sola radice positiva n = 8. Dunque
| X | =8.
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11.6.2

Sono dati nel piano 10 punti, fra i quali non ve ne sono tre allineati. Quante rette si ottengono
congiungendoli a due a due? Quanti triangoli hanno tutti i vertici fra quei punti?

Soluzione — Due punti individuano una retta; poiché fra i punti dati non ve ne sono
tre allineati, coppie distinte di punti individuano rette distinte. Dunque si ottengono

10
(5 )=4%
rette.
I triangoli sono individuati dalla scelta dei vertici; il loro numero e quindi
10
(3 ) =120

11.6.3

Quanti sono gli ambi che si possono giocare al lotto? Quanti di essi vengono estratti su ogni
ruota? E i terni? E le cinquine?

Soluzione — Gli ambi che si possono giocare sono (9 ):4005. Di questi ne

2
vengono estratti su ogni ruota () = 10.

90

| terni che si possono giocare sono ( °; ) = 117.480. Di questi ne vengono estratti su ogni

ruota (3 ) = 10.

Le cinquine che si possono giocare sono ( 950 ) = 43.949.268. Di queste ne viene estratta una

su ogni ruota.
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12.- SISTEMI DI RIFERIMENTO
CARTESIANI NEL PIANO

12.1 - Orientamento della retta e del piano.

Sia r una retta (che, come convenuto in 1.4, pensiamo come insieme di punti). Una
relazione =< inr sidice unversosur se
(1) =< e unarelazione di ordine totale in r
e inoltre
(¢i)  comunque presi A,B € r,
se A < B, allora A < P < B per ogni punto P del segmento AB.
Una retta si dice orientata se e dato su di essa un verso.

[Teorema 12.1.1]

Siar una retta, e siano A, B punti distinti di r. Esiste uno e un solo verso su r per il quale
A < B.

Dimostrazione — Omettiamo la dimostrazione di questo teorema.

Sia r una retta, e siano A, B punti distinti di r. Si dice verso individuato dalla coppia
ordinata (A, B) quel verso su r (univocamente determinato, per il teorema 12.1.1) per il quale
A precede B.

|Corollario 12.1.2]

Sia r una retta. Esistono esattamente due versi sur.

Dimostrazione — Siano A, B due punti distinti di r. Per il teorema 12.1.1, su r esiste
esattamente un verso per il quale A precede B, ed esattamente un verso (necessariamente
distinto dal precedente) per il quale B precede A; ma, d’altro lato, per ogni verso su r deve
aversi che A precede B oppure B precede A.

Sia r una retta. | due versi su r si dicono opposti I’uno dell’altro.
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|Osservazione 12.1.3]

In qualche occasione (cfr. ad es. 12.3) avremo bisogno di stabilire un orientamento per il
piano. Non precisiamo qui formalmente, come invece si é fatto per la retta, che cosa significhi
orientare il piano; diciamo solo, in modo grossolano, che si tratta di stabilire un “buon”
criterio che consenta, per ogni terna ordinata di punti non allineati del piano, di dichiararla
“positivamente orientata” oppure “negativamente orientata”.

Nel seguito accetteremo la seguente convenzione informale. Sia (A, B, C) una terna ordinata
di punti non allineati del piano; essi individuano una circonferenza I". Se per incontrare A, B,
C nell’ordine dato la circonferenza I va percorsa nel senso positivo (ciog, in senso antiorario),
la terna (A, B, C) si dice positivamente orientata; se invece per incontrare A, B, C nell’ordine
dato la circonferenza I" va percorsa nel senso negativo (cioe, in senso orario), la terna
(A, B, C) si dice negativamente orientata. E importante notare che questa convenzione non
costituisce una vera e propria definizione, perché il significato delle espressioni “incontrare” e
“percorrere in senso antiorario” non & stato precisato rigorosamente ma viene lasciato
all’intuizione.

12.2 - 1l “metodo delle coordinate”.

La geometria é il ramo della matematica in cui (dai tempi di Euclide!) é stato piu
evidente il modo di procedere per definizioni e rigorose dimostrazioni. L’ aspetto “creativo”
delle dimostrazioni geometriche costituisce insieme il fascino e la difficolta di questa materia:
mentre per risolvere un’equazione di secondo grado (come supponiamo noto dalla scuola
secondaria), per risolvere un sistema lineare (come vedremo nel cap. 14), per studiare una
funzione (come vedremo nel cap. 23) esistono tecniche standard che lasciano poco spazio alla
fantasia, chi affronta una dimostrazione di geometria affida all’intuizione la scelta se e come
applicare i criteri di congruenza dei triangoli o le proprieta delle isometrie.

Un progetto per “tradurre” in linguaggio algebrico i problemi geometrici (e viceversa)
e stato sviluppato dai matematici nel corso dei secoli. | primi passi in questa direzione si fanno
risalire ad Apollonio di Perge (matematico e astronomo greco, 262-180 a. C.) ma i contributi
piu rilevanti sono stati probabilmente quelli di René Descartes (filosofo e matematico
francese, 1596-1650, noto in Italia anche come “Cartesio”) e Pierre de Fermat (matematico
francese, 1601-1665). L’idea e (vagamente) quella di “etichettare” i punti del piano (enti
geometrici) con coppie ordinate di numeri reali (enti algebrici) per poi lavorare (per via
algebrica) su questi ultimi anziché (per via geometrica) sui primi. Si ottiene cosi un
procedimento, noto come metodo delle coordinate, che consiste nell’esprimere un problema
geometrico in termini algebrici, risolverlo (per via puramente algebrica) e interpretare
geometricamente i risultati algebrici ottenuti.

In questo corso dobbiamo limitarci, per motivi di tempo, alla geometria piana; questo
per0 sara sufficiente per introdurre i concetti-chiave, e una generalizzazione allo spazio
tridimensionale richiederebbe solo qualche nozione tecnico-tattica in piu, senza comportare
novita concettuali.
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Abbiamo gia visto (teorema 10.2.1) che, fissati su una retta R due punti O (origine) e
U (punto unita), esiste una corrispondenza biunivoca f tra R e R tale che

comunque presi Py, P, € R, il segmento PP, ha misura
[f(P1) — f(P2)| rispetto all’unita di misura OU.

Mostreremo (in 12.3) come cio conduce a una corrispondenza biunivoca tra P
(Pinsieme dei punti del piano) e R x R (I’insieme delle coppie ordinate di numeri reali) che
risulta “compatibile” (nel senso che sara precisato in 12.5) con la misura delle distanze del
piano. Se tale corrispondenza biunivoca associa al punto P, la coppia ordinata (x, ), diremo
che x, e y, sono le coordinate di P,.

Sia f una funzione R x R — RR; possiamo associarle il luogo geometrico (18) V' dei
punti del piano le cui coordinate x, y verificano la condizione

f(x, y) = 0.
Si dice che f(z, y) = 0 & I’equazione (1°) di V, e anche che f(x, y) = 0 rappresenta V.

12.3 - Sistemi di riferimento nel piano.

Scegliamo nel piano due rette non parallele r,, r,; sia O il loro punto comune. Fissato
su ciascuna retta un ulteriore punto (U, U, rispettivamente), restano univocamente
determinate due corrispondenze biunivoche trar, e R e trar,, e R verificanti le condizioni (i),
(7i) e (éi7) del teorema 10.2.1. Se P, e un punto di r,, diremo ascissa di P, il numero reale
che corrisponde a P,; il suo valore assoluto € la distanza di P, da O rispetto all’unita di
misura OU,. Se P, € un punto di r,,, diremo ordinata di P, il numero reale che corrisponde a
P,; il suo valore assoluto ¢ la distanza di P, da O rispetto all’unita di misura OU,,.

Sia P un punto del piano. Tracciamo per P le parallele ar, e r,, e siano P,, P, le loro
intersezioni con r, e r, rispettivamente. L’ascissa di P, e I'ordinata di P, si dicono
rispettivamente ascissa e ordinata di P (e, nel loro complesso, coordinate di P). Scriveremo
P = (z, y) per indicare che i numeri reali x, y sono rispettivamente I’ascissa e I’ordinata di P.

Si verifica che quella cosi definita € una corrispondenza biunivoca tra R x R e P.
Naturalmente, essa dipende in modo essenziale dalla scelta delle rette r, ed r, e dei punti U,
U, su di esse.

18 Un insieme di punti si dice spesso, per motivi storici, luogo geometrico. Con riferimento a punti del
piano (o dello spazio) i termini “insieme” e “luogo geometrico” sono sinonimi.

19| *articolo determinativo lascerebbe supporre che ad ogni insieme resti associata una sola equazione.
Cio e del tutto falso, perché per ogni A\ # 0 alle equazioni f(x,y) =0 e Af(x,y) = 0 resta associato lo stesso
insieme di punti del piano.
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Talvolta anziché i punti U, U,, si fissano su ciascuna delle due rette r, r,, una unita di
misura (cioe un segmento) e un verso; cio e del tutto equivalente, perche i punti Uz, U,
restano univocamente determinati dalle condizioni che OU,, OU, abbiano misura 1
(ciascuno rispetto alla unita di misura fissata sulla propria retta) e che sia O < Uz, O < U,,.
Diremo che tali scelte individuano un sistema di riferimento cartesiano nel piano. Il punto O
si dice origine del SdR (29); le rette r,, r, si dicono assi coordinati (rispettivamente, asse
delle ascisse e asse delle ordinate); i punti U, e U,, si dicono punti unita degli assi coordinati;
il SdR nel suo complesso verra indicato con la notazione Or.r, (si noti peraltro che tale
notazione non evidenzia né le unita di misura né i versi né i punti unita fissati sugli assi
coordinati).

Sia Or,r, un SdR cartesiano nel piano. Le rette r, r,, vengono spesso indicate con x,
y rispettivamente; in tal caso, il SAR nel suo complesso si denota con Oxy. La semiretta
individuata dai punti dell’asse x [y] aventi ascissa positiva [negativa] si dice semiasse positivo
[negativo] delle ascisse [delle ordinate]. Gli assi coordinati dividono il piano in quattro settori.
Quello individuato dal semiasse positivo delle ascisse e dal semiasse positivo delle ordinate (i
cui punti hanno entrambe le coordinate > 0) si dice primo quadrante; quello individuato dal
semiasse negativo delle ascisse e dal semiasse positivo delle ordinate (i cui punti hanno
ascissa < 0 e ordinata > 0) si dice secondo quadrante; quello individuato dal semiasse
negativo delle ascisse e dal semiasse negativo delle ordinate (i cui punti hanno entrambe le
coordinate < 0) si dice terzo quadrante; quello individuato dal semiasse positivo delle ascisse
e dal semiasse negativo delle ordinate (i cui punti hanno ascissa > 0 e ordinata < 0) si dice
quarto quadrante.

Un SdR cartesiano nel quale gli assi coordinati sono fra loro ortogonali si dice
ortogonale. Un SdR cartesiano nel quale i segmenti OU,, e OU,, siano congruenti si dice
monometrico. Un SdR cartesiano nel quale i punti U, U, (e quindi I’orientamento degli assi
coordinati) siano stati scelti in modo che la terna ordinata di punti (O, U, U,) sia orientata
positivamente (cfr. I’osservazione 12.1.3) si dice positivamente orientato.

Nel seguito, salvo diverso awviso, ogni SdR cartesiano sara supposto ortogonale,
monometrico e positivamente orientato. Converremo inoltre che i punti unita fissati sugli assi
coordinati abbiano distanza 1 dall’origine.

Nel resto di questa sezione supporremo fissato un SdR cartesiano Oxy.

20 abbrevieremo “sistema di riferimento” in “SdR”.
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|Osservazione 12.3.1|

L’origine ha coordinate (0, 0).

Dimostrazione — Segue direttamente dal procedimento (descritto in questo paragrafo)
per determinare le coordinate di un punto.

|Osservazione 12.3.2]

Sia V un insieme di punti del piano, e sia p(x, y) = 0 un’equazione algebrica che rappresenta
V.

L’origine appartiene a V se e solo se nel polinomio p(z, y) il termine noto e zero (ossia, come
si usa dire: nel polinomio p(z, ) “manca” il termine noto).

Dimostrazione — Infatti per I’osservazione 12.3.1 I’origine appartiene a V se e solo se
p(0, 0) = 0; ed & immediato che p(0, 0) & il termine noto di p(x, y).

|Osservazione 12.3.3]

Sia Py = (0, yo) un punto del piano.

Il simmetrico di P, rispetto all’asse delle ascisse [rispetto all’asse delle ordinate, rispetto
all’origine] ha coordinate (xo, — o) [( — o, o), ( — o, — Yo)]-

Dimostrazione — Si tratta di conseguenze dirette delle definizioni di simmetrico
(rispetto a una retta, o rispetto a un punto) e di ascissa (e ordinata) di un punto.

12.4 - Cambiamento del sistema di riferimento.

Siano Oxy e O’x’y’ due sistemi di riferimento cartesiani (sui quali non facciamo alcuna
ipotesi di ortogonalita, monometria, ecc.). Siano (x,, y,) le coordinate di O in O’x’y".

Si puo dimostrare che esistono quattro numeri reali a, b, ¢ e d tali che: per ogni punto
P del piano, dette (z, y) le coordinate di P relative a Oxy e (z’, y’) le coordinate di P relative
a O’x’y’ si ha x’ = axr+ by + x,

e Yy = cx +dy + yo.

I numeri a, b, ¢ e d si possono ricavare facilmente se si conoscono le coordinate in
O’x’y’ dei punti unita U, e U, di Oxy. Inoltre si pud dimostrare che ad —bc # 0, e
precisamente: ad — be>0 se entrambi i SAR sono positivamente orientati oppure nessuno dei
due SdR e positivamente orientato (si dice in tal caso che i due SdR sono concordemente
orientati); ad — be < 0 se uno e uno soltanto dei due SdR e positivamente orientato.
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12.5 - Distanza di due punti.

Supponiamo fissato un SdR cartesiano Oxy.

Dati due punti P, = (xi,v1) € Ps=(z2 v), Si dimostra che la loro distanza
d(P,, P.) si puo esprimere in funzione delle loro coordinate mediante la formula

d(Pi, Po) = /(@2 — @1)2 + (32 — 1)

12.6 - Coordinate del punto medio di un segmento.

Supponiamo fissato un SdR cartesiano Oxy.

Dati due punti P, = (x1,71) € Py = (2, v2), Sia M = (z,,, y,n) il punto medio del
segmento P,P,. Vogliamo esprimere le coordinate di M in funzione di quelle di P, e P,.

Siano rispettivamente A;, A,, A,, i punti in cui le parallele all’asse x passanti per P,
P,, M incontrano I’asse y, e siano rispettivamente B, B,, B,, i punti in cui le parallele
all’asse y passanti per P, P,, M incontrano I’asse x. Se il segmento P;P, non & parallelo ad
alcuno degli assi coordinati, i punti trovati sono tutti distinti, e per il teorema di Talete si
hanno le relazioni

d(AlyAm) _ d(Ply M) d(Bl!Bm) o d(Pli M)
dA, A, — dP.,M) ¢ 4B, B, — dP., M)

Poiché M é il punto medio del segmento P, P,, si ha
d(P,, M) = d(P,, M);
dunque dalle relazioni trovate si deduce che
d(A;, A,) =d(As,A,) e d(By,B,)=d(B,B,),
ossia che A,, e B,, sono rispettivamente i punti medi dei segmenti A;A, e B,B..

Siamo cosi ricondotti a considerare il caso in cui il segmento P,P, ¢ parallelo ad uno
degli assi coordinati. Sia ad esempio P,P, parallelo all’asse x: & facile verificare che I’ascissa
di M e la media aritmetica tra I’ascissa di P, e quella di P,, mentre I’ordinata di M e I’ordinata
comune a P, e P, (ci si ricordi di considerare tutte le possibili posizioni dei punti P, e P,
relativamente ai quattro quadranti!).

Si trova un risultato analogo quando P, P, e parallelo all’asse y.

Dunque si ha in generale

_ ;+xy _ ity
xm— 2 L] m — 2 .
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13.- LE RETTE NEL PIANO

13.1 - Introduzione.

I sottoinsiemi del piano che si possono rappresentare con una equazione algebrica di
primo grado sono tutte e sole le rette del piano. In questo capitolo sono raccolte le principali
informazioni sulla traduzione algebrica di proprieta geometriche delle rette; nella sez. 13.8
vedremo un semplice esempio di applicazione del metodo delle coordinate.

In tutto il capitolo (esclusa la sez. 13.8) supporremo fissato un SdR cartesiano Oxy.

13.2 - Forma generale dell’equazione cartesiana di una retta.

[Teorema 13.2.1]
Ogni retta del piano si puo rappresentare con una equazione della forma
13.2.F1 aX+by+c=0

dove a, b, ¢ sono numeri reali e a, b non sono entrambi nulli; e, viceversa, ogni equazione di
tale forma (con a, b, ¢ € R e a, b non entrambi nulli) rappresenta una retta.

Inoltre, la retta di equazione [13.2.F1] € parallela all’asse x sse a = 0, ed & parallela all’asse y
sseb = 0.

Dimostrazione — Omettiamo la dimostrazione di questo teorema.

[Teorema 13.2.2]

I sottoinsiemi del piano che si possono rappresentare con un’equazione algebrica di primo
grado sono tutte e sole le rette del piano.

Dimostrazione — Si tratta di una riformulazione della prima parte del teorema 13.2.1.
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[Teorema 13.2.3]

Le equazioni

aX+by+c=0
a’X+by+c =0

(cona, b, c,a’,b’, ¢’ € R, a, bnon entrambi nulli, a’, b> non entrambi nulli) rappresentano
la stessa retta se e soltanto se esiste un numero reale X taleche a” = \a, b = \b, ¢’ = Aec.

Dimostrazione — E chiaro che se esiste un numero reale A tale che «’ = \a,
b’ = Ab, ¢’ = Ac, le equazioni date sono equivalenti e quindi rappresentano la stessa retta.

Viceversa, supponiamo che le equazioni date rappresentino la stessa retta. Allora per
ogni coppia ordinata di numeri reali (x,, y,) tale che axz, + by, + ¢ =0 deve essere anche
a’ro + by, + ¢’ = 0. Per ipotesi, a e b non sono entrambi nulli; sia ad esempio a # 0. Per
ogni numero reale y,, posto Ty = — %yo -,
siha axy+ by, + ¢ = 0 e quindi anche a’zy+ b’y, + ¢’ = 0 o0ssia

— f—:a’yo —<a’ +by+c =0.

Dunque quest’ultima uguaglianza, che si puo scrivere anche
13.2.F2 (ab” —a’b)yy = a’c — ac’,

deve essere verificata per ogni numero reale y,. Ci0 comporta che sia ab’=a’b e
ac’ =a’c (?1);posto X\ := < siha a’ = Aa, b’ = Ab, ¢’ = Ac come si voleva.

13.3 - Equazione della retta per due punti.

|Teorema 13.3.1]
Siano Py = (x1, y1) € Py = (x2, ¥2) due punti distinti del piano. La retta P,P, ha equazione

13.3.F1 (1 — Y1) (X — z1) — (z2 —21)(Y —31) = 0.
Tale equazione, quando z; # x, € y; # ., Si puod anche scrivere
X—T; _ y_yl
To—Xy Yo—Y1

Dimostrazione — Per il teorema 13.2.1, I’equazione rappresenta una retta. E
immediato verificare che tale retta passa sia per P, che per P,; si tratta quindi della retta
cercata.

21 Infatti, se fosse ab’ # a’b, la [13.2F2] sarebbe verificata solo per y, = Z;ﬁj% ; se fosse ab’ = a’b ma
ac’ # a’c, la [13.2F2] non sarebbe verificata per alcun valore di .
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Determinare I’equazione cartesiana della retta passante per A = (1,2) e B = (3, — 1).
Determinare I’equazione cartesiana della retta passante per A = (1,2) e B = (3, 2).
Determinare I’equazione cartesiana della retta per A = (1,2) e B = (1, — 1).

13.4 - Forma esplicita dell’equazione di una retta.

Sia r una retta (di equazione ax + by + ¢ = 0) non parallela all’asse y. Allora b # 0
per il teorema 13.2.1; dunque r ha anche equazione

+(ax + by + ¢ = 0),
ossia
y= - xof
ciog, posto p= — - e ¢ = — 7,
y=pX+gq.
Dunque ogni retta non parallela all’asse y ha equazione nella forma (“esplicita”)
y=pX+q con p, q € R.

Ed e chiaro che ad ogni retta non parallela all’asse y resta associata una sola equazione
in forma esplicita: infatti, se le equazioni y = px+¢q, Yy = p’X+ ¢’ rappresentano la stessa
retta, per il teorema 13.2.3 esiste un numero reale X tale che p’=XAp, —1=X(-1),
q’ = Agq, da cui si ricava subito che deve essere A = 1 e quindi p’ = p, ¢’ = q.

Analogamente si vede che ogni retta non parallela all’asse x ha una e una sola
equazione nella forma X=my+n con m,n € R.

Le rette parallele all’asse y hanno equazione nella forma
X=d cond € R.

Esercizi
13.4.1| Determinare I’equazione esplicita della retta 3x — 2y + 2 = 0.
13.4.2| Determinare I’equazione esplicita dellarettaperP = (—2,3) e Q = (1, 3).

13.4.3| Determinare I’equazione esplicita dellarettaperP = (—m, 7)) e Q = (7, — 7).
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13.5 - Equazione della generica retta passante per un punto assegnato.

Sia Py = (o, yo) un punto del piano. La generica retta passante per P, ha equazione
13.5.F1 a(X — zo) + by — ) = 0.

E bene aver chiaro che con la [I35.F1 si scrivono, al variare di a e b in R, tutte le
equazioni di tutte le rette passanti per P,. Spesso conviene considerare solo le equazioni

esplicite delle rette cercate; supposto allora b # 0 e posto come in13.4 p= — 7, la
diventa
135.F2 Y — 4o = p(X — o).

Con la [13.5.F2] si scrivono, al variare di p in R, le equazioni esplicite di tutte le rette passanti
per P, non parallele all’asse y.

13.6 - Condizioni di parallelismo e ortogonalita fra rette.

[Teorema 13.6.1]

Le rette r, s di equazioni rispettivamente ax+by+c=0 e a’X+by+c =0 sono
parallele se e solose ab” — a’b = 0; sono ortogonali se e solo se aa’ + bb” = 0.

Dimostrazione — Omettiamo la dimostrazione di questo teorema.

[Teorema 13.6.2]
Le rette r, s di equazioni esplicite rispettivamente
y=pX+q
Yy =pX+¢q

sono parallele se e solo se hanno lo stesso coefficiente angolare (ossia, p, = py); Sono

ortogonali se e solo se il coefficiente angolare dell’una € I’opposto del reciproco del

coefficiente angolare dell’altra (ossia, p, = — ﬁ).

Dimostrazione — Per il teorema 13.6.1, r e s sono parallele se e solo se
O=p(=1)—p(=1)= —p+p
ossia se e solo se p; = p,. Ancora per il teorema 13.6.1, r e s sono ortogonali se e solo se
pp+(=1(=1)=0
ossiaseesolose pip, = — 1.
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La relazione che lega il coefficiente angolare di una retta alla sua direzione e precisata
dal seguente

[Teorema 13.6.3]

Sia r una retta non parallela all’asse y. Il coefficiente angolare di r € la tangente trigonometrica
dell’angolo formato dall’asse x e dalla rettar.

Dimostrazione — Sia p il coefficiente angolare di r. La retta r’ parallela a r passante
per I’origine ha equazione

y =pX
e gli angoli xr, xr’ sono congruenti.

E poi noto che la tangente trigonometrica dell’angolo xy* & I’ordinata del punto in cui r’
incontra la retta di equazione x =1 (tale retta € infatti la tangente alla circonferenza
goniometrica che attraversa il primo e quarto quadrante); I’asserto e cosi provato.

|Esercizio 13.6.4]
Determinare la retta passante per P = (1, 5) e parallela alla retta di equazione 2x — y = 0.

|Esercizio 13.6.5]
Determinare la retta passante per P = (2, — 3) e parallela all’asse delle x.

|[Esercizio 13.6.6]

I punti A= (—3,1) e B=(2,2)sono vertici di un parallelogramma in cui Q = ( —3,0) e
I’intersezione delle diagonali. Trovare gli altri vertici e le rette dei lati.

|[Esercizio 13.6.7]

Le rette di equazioni x —2y =0, X —2y+ 15 =0 sono due lati di un rettangolo di cui la
retta di equazione 7x — 2y — 15 = 0 ¢ una delle due diagonali.

Trovare le coordinate dei vertici del rettangolo e I’equazione dell’altra diagonale.
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13.7 - Distanza di un punto da una retta.

Siano P un punto e r una retta del piano. Detto R, il piede della perpendicolare
condotta da P a r, per ogni altro punto R di r si ha

d(P, R) > d(P, Ry)

perché il triangolo PRyR ¢ (per costruzione di R,) rettangolo in Ry, e Iipotenusa di un
triangolo rettangolo € sempre maggiore di ciascun cateto.

Dunque d(P, R,) & la minima distanza tra P e i punti di r; essa si dice distanzatraP er
e si indica anche con d(P, r).

|[Esempio 13.7.1]

Determiniamo la distanza di P = (5, — 2) dallaretta r:x — 2y +1 = 0.

La generica retta ortogonale a r ha equazione 2x+y+c =0, e passa per P sse
2:54+(—2)+c=0, ossia sse ¢ = — 8; la perpendicolare condotta da P a r ha dunque
equazione 2x +y — 8 = 0. Il punto Q in cui tale retta incontra r ha per coordinate la soluzione
del sistema
X—2y+1=0
{ 2X+y—8=0

Si trova che Q ha coordinate (3, 2); dunque,

dP,rn=d(P,Q) = /(5 —3)2+ (—2—2)2 = /20 =2/5.

Applicando il procedimento dell’es. 13.7.1 con P = (zy,v) € r:ax+by+c=0
generici, si trova (con calcoli un po’ lunghi) che

|ax,+by,+c]
13.7.F1 P, r)= ————.
(P, 1) = Lot

|Esempio 13.7.2]

Applicando la formula ai dati dell’esempio 13.7.1, si trova subito che
5—2-(=2)+1]

10
d(P, r) = iy _ﬁ:m/ﬁ.
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13.8 - 1l luogo geometrico dei punti equidistanti da due punti dati.

Siamo ora in grado di vedere un (semplicissimo) esempio di applicazione del metodo
delle coordinate.

Siano dati due punti A, B del piano; vogliamo determinare il luogo geometrico dei
punti del piano equidistanti da A e B.

A tale scopo: costruiamo un SdR cartesiano ortogonale, monometrico, positivamente
orientato e “ben disposto” rispetto ad A e B per semplificare i calcoli (dalla geometria
passiamo all’algebra); determiniamo I’equazione cartesiana del luogo cercato (eseguiamo dei
calcoli in ambito puramente algebrico); deduciamo dalle caratteristiche di tale equazione le
informazioni che ci interessano (dal contesto algebrico ritorniamo alla geometria).

Questo percorso, qui particolarmente semplice, & quello tipico del metodo delle
coordinate.

Sia P un punto del piano.
P appartiene al luogo geometrico considerato se e solo se verifica la
13.8.F1 d(P, A) = d(P, B).

Costruiamo il nostro SdR cartesiano scegliendo
— I’asse delle ascisse coincidente con la retta AB;
— I’origine coincidente con A,
— I’asse delle ordinate ortogonale all’asse delle ascisse;

— il punto unita sull’asse delle ascisse coincidente con B e quello sull’asse delle ordinate in
modo che il SAR risulti monometrico e positivamente orientato. Con questa decisione abbiamo
implicitamente assegnato il segmento AB come unita di misura per le distanze: cio non crea
problemi, perché la non dipende dall’unita di misura fissata.

Sara dunque A = (0, 0), B = (1, 0).

Elevando al quadrato ambo i membri della si ottiene la
(d(P, A))* = (d(P, B))?
che ¢ equivalente alla perché la
d(P, A) = —d(P, B)
non ha soluzioni: infatti le distanze sono per definizione numeri positivi.
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Siano (X, y) le coordinate di P. Esprimendo la mediante le coordinate di P, A
e B, si ottiene I’equazione

X2 +y?=(x— 1) +y°

ossia, semplificando,

_1
X_2

che rappresenta la retta parallela all’asse delle ordinate passante per il punto medio del
segmento AB.

Dunque il luogo geometrico considerato e la retta passante per il punto medio del
segmento AB e ortogonale ad esso: il cosiddetto asse del segmento AB.
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14.- SISTEMI LINEARI

14.1 - Richiami sulle equazioni algebriche.

Sia p(Xq, Xa, ..., X,) un polinomio a coefficienti reali nelle indeterminate xy, Xo, ...,
X,. Se ci si chiede per quali numeri reali aq, as, ..., «, Si abbia

p(a, az, ..., a,) =0 (%2)
si dice che si considera I’equazione algebrica in R
14.1.F1 P(X1, X, ..., X)) =0
associata al polinomio dato; Xy, Xs, ..., X, Si dicono le incognite di tale equazione.

Si dice soluzione dell’equazione algebrica ogni n-pla ordinata (aq, ag, ..., ay)
di numeri reali tale che p(ay, ao, ..., a;,) = 0. L’equazione data si dice impossibile se non ha
soluzioni (es.: n = 2, X2 + X3 + 1 = 0), determinata se ha un numero finito di soluzioni (es.:
n=2 %x+x3=0;n=1,x —4=0), indeterminata se ha infinite soluzioni (es.: n = 2,
X3 +x3 — 1 = 0), identicamente soddisfatta se ogni n-pla ordinata di numeri reali & sua
soluzione (es.: n = 2, (X; + X2)? — X3 — 2X1Xy — X3 = 0) (23).

Due equazioni algebriche nelle stesse incognite si dicono equivalenti se sono entrambe
impossibili oppure hanno le stesse soluzioni.

Un’equazione algebrica nelle incognite Xy, Xo, ..., X,, pud essere assegnata anche nella
forma
14.1.F2 P(X1, X2, « -y Xp) = Q(X1, X2, -+, Xp)
dove p(Xi, Xa, ..., X,) € Q(X1, X, ..., X,) sono polinomi a coefficienti reali nelle
indeterminate Xy, Xs, ..., X,; Ci i chiede in questo caso per quali numeri reali oy, ao, ..., a,
si abbia p(ai, as, ..., a,) =gy, a9, ..., ;). E chiaro che la [141.F2] é equivalente
all’equazione algebrica associata al polinomio p(Xy, Xa, ..., X,) — q(X1, X2, .+, Xn).

Le espressioni che compaiono a sinistra e a destra del segno “ =" nelle e
14.1F2] si dicono rispettivamente primo membro e secondo membro dell’equazione.
Sommando ad ambo i membri di una data equazione algebrica uno stesso numero reale,
oppure moltiplicando ambo i membri per uno stesso numero reale (purche, in quest’ultimo
caso, diverso da zero) si ottiene un’equazione equivalente a quella data.

22 con p(a1, as, ..., ay) si indica il numero reale ottenuto sostituendo nell’ordine a4, as, ..., oy, a
X1, X9, ..., X, ed eseguendo le operazioni indicate dalla forma del polinomio p(xy, Xa, ..., X,).

23 Sj noti che un’equazione identicamente soddisfatta & indeterminata, ma non & vero in generale il
viceversal
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14.2 - Generalita sui sistemi lineari.

Siano m, n numeri interi positivi. Un insieme di m equazioni algebriche in n incognite

fissate Xy, Xo, ..., X, Si dice un sistema di m equazioni algebriche nelle n incognite
X1, Xa, ..., X,. Si dice soluzione di un sistema di equazioni algebriche nelle n incognite
X1, X2, ..., X, 0gni n-pla ordinata di numeri reali che sia soluzione di tutte le equazioni del
sistema.

Un sistema di equazioni algebriche si dice impossibile se non ha soluzioni, risolubile
se ha soluzioni; nel primo caso si dice anche che le equazioni del sistema dato sono
incompatibili, nel secondo che sono compatibili.

Due sistemi di equazioni algebriche nelle stesse incognite si dicono equivalenti se sono
entrambi impossibili oppure hanno le stesse soluzioni.

Si dice che un sistema di equazioni algebriche nelle incognite Xy, X, ..., X,, ammette
Xi,, Xiyy -+, X;, COMe incognite libere se per ogni (cy,, v, --., a;,) € R¥ esiste almeno una
soluzione del sistema per la quale &
Xip = Qi Xjy = Qjyy woey Xj, = QY
(ovvero se per ogni assegnazione di valori arbitrari a  X;,, X;,, ..., X;, esiste almeno una
soluzione del sistema dato in cui X;,, X;,, ..., X;, assumono tali valori).

Se un sistema di equazioni algebriche ammette incognite libere, si cerca quando é
possibile di essere piu precisi.

Si dice che un sistema di equazioni algebriche nelle incognite X;, X3, ..., X, ha
(esattamente) & incognite libere X;,, X;,, ..., X;, e per ogni («;,, @, ..., a;,) € R¥ esiste
esattamente una soluzione del sistema per la quale e

Xip = Oy Xy = Qjyy -y X4 = QO

(ovvero se per ogni assegnazione di valori arbitraria  X;,, X;,, ..., X;, esiste esattamente una

soluzione del sistema in cui X;,, X;,, ..., X;, assumono tali valori). In questo caso si dice
anche che le soluzioni del sistema dipendono da & parametri indipendenti.

Un sistema di equazioni algebriche tutte di primo grado si dice un sistema lineare.
Ogni sistema lineare di m equazioni nelle n incognite Xy, X, ..., X, Si pud scrivere nella
forma

a11X1 + a1 2Xo + ...+ ay X, = by
a21X1 + agaXo + ... + ag X, = by

14.3.F1

Am,1X1 -+ Am,2X2 + oo A Xn = bm
dove glim -nnumerirealia; ; (i =1,..., m, j=1, ..., n) sidicono i coefficienti del sistema
e gli m numeri reali by, bs, ..., b, si dicono i termini noti del sistema.

Un sistema lineare si dice omogeneo se i suoi termini noti sono tutti uguali a zero.
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[Teorema 14.2.1]

Sia n un numero intero positivo. Ogni sistema lineare omogeneo in n incognite ammette la
soluzione (0, 0, ..., 0), detta soluzione banale.

Dimostrazione — La generica (i-esima) equazione di un sistema lineare omogeneo ha
la forma

a;1X1 + a;oXo + ... + a;pX, = 0.
Se al primo membro poniamo x; :=0 per j:=1,2, ..., n, il primo membro diventa
a;10+a;20+... +a;,0=0+0+... +0=0
e dunque (0, 0, ..., 0) & soluzione del sistema, come si doveva dimostrare.

14.3 - Matrici associate a un sistema lineare.

Un sistema lineare di m equazioni nelle n incognite X, X, ..., X, scritto nella forma

a1,1X1 + a1 2Xa + ...+ a1 pXn = b1

143F1 ag1X1 + ag9Xo + ... + ag X, = by

A, 1X1 + A, 2X2 4+ ... + A nXn = bm

risulta univocamente determinato dai coefficienti a;; e dai termini noti b;. La matrice
A = (a;;) € R™" si dice matrice incompleta del sistema; la matrice di m righe e una
colonna

(identificabile con un elemento di R™) e detta colonna dei termini noti; la matrice di m righe
e n + 1 colonne ottenuta aggiungendo (come (n + 1)-sima colonna) alla matrice incompleta
la colonna dei termini noti & detta matrice completa del sistema e contiene, come si €
osservato, tutte le informazioni necessarie per individuare il sistema stesso (e quindi, come
vedremo, per stabilire se esso é risolubile oppure no e per determinarne tutte le eventuali
soluzioni). Ogni matrice di m righe e n + 1 colonne é la matrice completa di un (e un solo)
sistema lineare di m equazioni in n incognite, che si dice sistema lineare associato alla
matrice data.

La matrice completa del sistema lineare si indica talvolta con (A;B).
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14.4 - Operazioni elementari sulle equazioni di un sistema.

Si dicono operazioni elementari sulle equazioni di un sistema le seguenti:
scambio di due equazioni;

sostituzione di una equazione con quella ottenuta moltiplicandone ambo i membri per
un numero reale diverso da zero;

sostituzione di una equazione con quella ottenuta sommandovi (membro a membro)
un’altra equazione del sistema moltiplicata membro a membro per un numero reale qualsiasi
(eventualmente anche per zero).

Due sistemi che si ottengono uno dall’altro mediante operazioni elementari sulle
equazioni sono equivalenti (nel senso definito in 14.2). Inoltre, mediante operazioni
elementari sulle equazioni ogni sistema lineare pu0 essere trasformato in un sistema di forma
assai particolare per il quale risulta molto semplice determinare se esistono soluzioni e
calcolarle.

Fissiamo una notazione per indicare brevemente le operazioni elementari ora
introdotte.

Se scambiamo la i-sima equazione del sistema con la j-sima, scriveremo
Ez‘ <~ Ej.

Se sostituiamo alla i-sima equazione del sistema quella ottenuta moltiplicandone ambo
i membri per il numero reale A\ (diverso da zero), scriveremo

Se sostituiamo alla i-sima equazione del sistema quella ottenuta sommandovi membro
a membro la j-sima equazione moltiplicata per il numero reale )\, scriveremo

Facciamo un semplice esempio. Si consideri il sistema

X+y+2z=1
14.4.F1 X+2y+3z= -1
X—y+z=26

e si effettuino nell’ordine le seguenti operazioni elementari sulle sue equazioni:
e By =Ey —Eq;
o B35 :=E; —E;
o B35 :=E;+Es.
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Si ottiene cosi il sistema

X+y+2z=1
14.4.F2 y+z= —2

che risulta particolarmente facile da risolvere, perché solo nella prima equazione compaiono
tutte le incognite: nella seconda equazione compaiono solo lay e la z, e nella terza solo la y.

Si puo procedere agevolmente “per sostituzione”: “sostituendo” alla y nella seconda
equazione il valore — 3 ricavato dalla terza si ottiene la

-34+z= -2

dalla quale si ha z = 1; “sostituendo” ancora nella prima equazione alla y il valore — 3 e alla
z il valore 1, si ottiene la X—3+2=1

dalla quale si ricava infine x = 2.

Oppure si pud proseguire mediante operazioni elementari sulle equazioni, ad esempio
come segue:

e E5 = —Ej;

o By :=Ey — E3;
e E, =FE —Es;
e B, =E; —2E,.

Si ottiene cosi il sistema

X=2
14.4.F3 z=1
y=-3

che ammette evidentemente la sola soluzione (2, — 3, 1).

C’e da osservare che il procedimento utilizzato per risolvere il sistema risulta
pesante (ad ogni passaggio si devono trascrivere le equazioni come via via modificate) e,
soprattutto, oscuro: come si devono scegliere, e in quale ordine, le operazioni elementari da
eseqguire? Per ovviare a questi problemi si usa operare sulla matrice completa del sistema
anziché sul sistema in quanto tale: ad ogni passaggio si trascrivono cosi solo gli elementi
essenziali (i coefficienti e i termini noti) e, soprattutto, risulta facile descrivere I’algoritmo
risolutivo.



Marco Barlotti - appunti di ISTITUZIONI DI MATEMATICA - vers. 2.22 - Pagina 110

14.5 - Operazioni elementari sulle righe di una matrice.

Si dicono operazioni elementari sulle righe di una matrice le seguenti:

scambio di due righe;

sostituzione di una riga con quella ottenuta moltiplicandola per un numero reale
diverso da zero;

sostituzione di una riga con quella ottenuta sommandovi un’altra riga della matrice
moltiplicata per un numero reale (eventualmente anche per zero).

Tali operazioni si indicano brevemente con notazione analoga a quella introdotta in
14.4 per le operazioni elementari sulle equazioni di un sistema lineare.

Se scambiamo la riga R; con la riga R;, scriveremo

Se sostituiamo alla riga R; il suo prodotto per il numero reale A (diverso da zero),
scriveremo R, = AR;.

Se sostituiamo alla riga R; la sua somma con la riga R; moltiplicata per il numero reale
A, scriveremo R; = R; + AR;.

Sia M I’insieme delle matrici a elementi in R. Se A, B € M, poniamo A ~ B se B si
ottiene da A mediante un numero finito di operazioni elementari sulle righe.

E facile verificare che la ~ & una relazione di equivalenza in M. Due matrici che
siano in relazione secondo la ~ si dicono semplicemente equivalenti.

[Teorema 14.5.1]
A matrici equivalenti sono associati sistemi lineari equivalenti.

Dimostrazione — Basta osservare che le operazioni elementari sulle righe di una
matrice corrispondono alle operazioni elementari sulle equazioni del sistema lineare ad essa
associato (e dungue trasformano tale sistema in un sistema equivalente).

Individuiamo ora a quali matrici sono associati sistemi lineari dalla forma “buona”
(cioe sistemi lineari agevolmente risolubili per sostituzione come si & visto per il sistema

14.4F2)).
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Sia A = (a; ;) una matrice m x n. L’elemento ay , si dice un pivot (per A) se
ank # 0
e ajr =0 Vi>h
ossia se ay, i, € diverso da zero e “sotto di lui” tutti gli elementi sono uguali a zero.

Una matrice si dice ridotta (per righe) se in ogni sua riga non nulla c’e un pivot.

|Esempio 14.5.2|

Le seguenti matrici sono ridotte per righe:

1 2 0 -3 1

(@)=]0 01 4 -2

b7 3 0 0 9 0

0 0 O 1 7

(i pivot sono: a2 ; a3 ; as ; asq (OPPUre ays))

2 0 0 0 0

0O 1 5 3 —1

(bij):=10 3 0 -2 1

0O 0 O 0 0

07 0 0 2

(i pivot sono: by ; bas ; bss ; bso (Oppure bs5); si noti che non e richiesto un pivot nella
quarta riga, perché la quarta riga e nulla).

Le seguenti matrici non sono ridotte per righe:

1 2 -3 4 —5
0o 7 8 9 1
0 0 O -3 2
0 0 O 1 -2
(perché nella terza riga non c’é pivot)
1 0 0 0 O
01 0 0 1
0 01 01
01 0 1 1

(perche nella seconda riga non c’é pivot).
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|Teorema 14.5.3]
Sia A = (a;,;) una matrice m x n, € sia ay; un elemento non nullo di A.
Mediante operazioni elementari del tipo sulle righe  any14, @ni2s ooy Qms, A PUO

essere trasformata in una matrice per la quale ay, ;, € un pivot.

Dimostrazione — Per ogni numero intero r tale che h < r < m determiniamo una
operazione elementare della forma

(*) Qr s = Qp x +x- Qp,
(con z opportuno numero reale) in seguito alla quale risulti a, ; = 0.

Considerando la k-sima componente di ciascuna n-pla ordinata di numeri reali che compare
nella (%), si trova che deve essere 0 = a,, + « - an

e quindi
xri= — Zh—’;
(ricordando che per ipotesi ay, j, # 0).
Le m — h operazioni elementari
Uy = Ay — 2k A« (r=h+1,h+2,...,m)

? ? Qh.k

trasformano pertanto la matrice A in una matrice per la quale ay, ;, € un pivot.

[Teorema 14.5.4]
Ogni matrice di n colonne & equivalente a una matrice A tale che:

per ogni j < n, la matrice formata dalle prime j colonne di A ¢ ridotta.
Dimostrazione — Sia A = (a; ;) una matrice m x n.

Trasformiamo A (mediante operazioni elementari sulle righe) in una matrice con un pivot
nella prima riga e nella colonna “piu a sinistra possibile”.

Se nella prima colonna di A c’¢ un elemento \; diverso da zero, mediante una operazione
elementare del tipo si puo trasformare A in modo che \; compaia nella riga a; ., cioé in
modo che A; coincida con a;1; € con successive operazioni elementari del tipo Si puo
ulteriormente trasformare A in modo che a; ; sia un pivot (teorema 14.5.3). Se invece la prima
colonna di A é tutta nulla, si trasforma A in modo che a; » (0 comunque, se le prime k& colonne
di A sono nulle, a; ;+1) Sia un pivot.

Come secondo passo, trasformiamo A (mediante operazioni elementari sulle righe) in una
matrice con un pivot nella seconda riga e nella colonna “piu a sinistra possibile”. Supponiamo
che il pivot ottenuto nella prima riga sia a ;.
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Se nella (5 + 1)-sima colonna di A (e nelle righe successive alla prima) c’é un elemento A,
diverso da zero, mediante una operazione elementare del tipo si puo trasformare A in
modo che A\, compaia nella riga as ., cioe in modo che A coincida con as j;1; € con successive
operazioni elementari del tipo si puo ulteriormente trasformare A in modo che as j;; sia
un pivot (teorema 14.5.3). Se invece nella (j + 1)-sima colonna di A tutti gli elementi (tranne
al piu quello della prima riga) sono nulli, si trasforma A in modo che as ;2 (0 comunque un
opportuno as ;¢ con ¢t minimo possibile) sia un pivot. Tutte le operazioni elementari
necessarie per ottenere il pivot sulla seconda riga non modificano né le prima riga né le prime
j colonne.

Allo stesso modo si procede per ottenere un pivot nella terza, quarta, ..., m-sima riga, sempre
nella colonna “piu a sinistra possibile”. Al termine del procedimento, si ottiene la matrice A ,
equivalente a quella data, con la proprieta cercata.

[Teorema 14.5.5|

Ogni matrice e equivalente a una matrice ridotta.

Dimostrazione — E conseguenza immediata del teorema 14.5.4.

Si dice rango di una matrice ridotta il numero delle sue righe non nulle.

[Teorema 14.5.6]
Tutte le matrici ridotte equivalenti a una data matrice hanno lo stesso rango.

Dimostrazione — Omettiamo la dimostrazione di questo teorema.

Sia A una matrice. Si dice rango di A il rango di una qualsiasi matrice ridotta
equivalente ad A. Per il teorema 14.5.6, questa definizione é ben posta.

14.6 - Teorema di Rouche-Capelli.

Un sistema lineare si dice ridotto se la sua matrice incompleta e la sua matrice
completa sono entrambe ridotte.
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[Teorema 14.6.1]

Ogni sistema lineare € equivalente a un sistema lineare ridotto.

Dimostrazione — Sia dato un sistema lineare S e sia A la sua matrice completa. Per il
teorema 14.5.4, la matrice A & equivalente a una matrice ridotta A tale che:
la matrice che si ottiene eliminando I’ultima colonna di A ¢ ridotta.
Cio significa che il sistema lineare S che ha per matrice completa A & ridotto. Poiché A &
equivalente ad A, per il teorema 14.5.1 S ¢ equivalente a S. Dunque, S & equivalente al
sistema lineare ridotto S, come si voleva dimostrare.

|Teorema 14.6.2 (Rouché — Capelli)|

Un sistema lineare di m equazioni in n incognite ha soluzione se e soltanto se la sua
matrice incompleta e la sua matrice completa hanno lo stesso rango r; e, in tal caso, esistono
esattamente n — r incognite libere.

Dimostrazione — Per i teoremi 14.6.1 e 14.5.6, possiamo supporre che il sistema
lineare sia della forma
Q1 X1+ QpXo + .o @y, X, = by
Ay X1+ Qo oXo + ...+ Ay, X, = by

@ Xy + G, Xo + ... +a. X, = b,

con matrice completa (A;B) (ridotta di rango r, nella quale abbiamo soppresso le eventuali
righe nulle) e matrice incompleta A (con r righe, delle quali qualcuna potrebbe essere nulla).

Supponiamo in primo luogo che il sistema dato abbia soluzione, e dimostriamo che A
non puo avere righe nulle (cosicché anche A ha rango r). Se in A ci fosse una riga nulla, la
corrispondente equazione del sistema sarebbe della forma

0=5b conb #0 (perché in (A;B) abbiamo soppresso le eventuali righe nulle).
Ma allora il sistema sarebbe impossibile, contro I’ipotesi.

Supponiamo ora che la matrice A abbia rango r, e quindi non abbia righe nulle. Sotto
questa ipotesi dimostreremo che il sistema ha soluzione; anzi, dimostreremo che esistono

n —r incognite X, X, ..., X;_, tali che per ogni (o, oy, ..., ;) € R"" esiste
esattamente una soluzione del sistema per la quale e
Xip = O, Xiy = Qtjy, sy Xi ., = QG

col che il teorema sara completamente provato.

Poiché A é ridotta e non ha righe nulle, in ciascuna delle sue r righe c’é un elemento
diverso da zero “sotto al quale” tutti gli elementi sono uguali a zero (il “pivot”). Siano ji, jo,

.., J» le colonne dei pivot, e siano iy, is, ..., i, le rimanenti colonne di A. Posto
Xip = @y, Xiy = Qjy, R Xi,_, = O,
nel sistema rimangono soltanto le » incognite X;,, X;,, ..., X;,. Poiché A e ridotta, nella r-sima

equazione del sistema compare la sola incognita x; ; nella (» — 1)-sima equazione del sistema
compaiono soltanto le incognite X, , e X;,; e cosi via. Il sistema puo dunque essere risolto per
sostituzioni successive, ottenendo una e una sola soluzione nelle incognite x;,, X;,, ..., X;, .
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14.7 - Esercizi sui sistemi lineari.
|Esercizio 14.7.1]

Risolvere il seguente sistema lineare nelle incognite x, y, z:

2X+y+z=1
2X+2z2=1
2X+3y—z=0

Soluzione — Consideriamo la matrice completa del sistema e riduciamola per righe:

21 1 1
2 0 2 1
23 -1 0
R3 2:R3—3R1
2 1 1 1
2 0 2 1
-4 0 -4 -3
Rs = R3 + 2R,
2 1 1 1
2 0 2 1
00 0 -1

Come si vede, la matrice incompleta ha rango 2, quella completa ha rango 3: per il teorema di
Rouché — Capelli, il sistema non ha soluzioni.

|Esercizio 14.7.2]

Risolvere il sequente sistema lineare nelle incognite x, y, z, t:

X+y+z+t=—1
X+y+z+2t=1
X+y+3z+t=1
X+2y+324+3t=1

Soluzione — Consideriamo la matrice completa del sistema e riduciamola per righe:

1 11 1 -1
1 11 2 1
31 3 1 1
3 2 3 3 1



Marco Barlotti - appunti di ISTITUZIONI DI MATEMATICA - vers.2.22 - Pagina 116

Ry =Ry —Ry;
R; = R; — Ry;
R3::%R3;
Ry =Ry — 2Ry
1 1 1 1 -1
0O 00 1 2
1 01 0 1
1 0 1 1 3
Ry = R4 — Ry;
1 1 1 1 -1
0O 00 1 2
1 01 0 1
1 01 0 1
Ry = R4 — R3;
1 1 1 1 -1
0O 00 1 2
1 01 0 1
0 0 0 O 0
e infine
1 1 1 1 -1
0O 00 1 2

1 01 0 1

Matrice incompleta e matrice completa hanno lo stesso rango, cioé 3; per il teorema di
Rouché-Capelli, poiché il numero delle incognite é 4, il sistema dato ha infinite soluzioni
dipendenti da un parametro. Come parametro puo essere scelta una qualsiasi delle incognite
purché la matrice incompleta del sistema, omettendo la colonna corrispondente a tale
incognita, continui ad avere rango 3; la scelta pit immediata nel nostro caso € la x: infatti,
omettendo la prima colonna, la matrice incompleta & ancora ridotta per righe ed ha ancora
rango 3. Si potrebbe anche assumere come parametro la z. Non si potrebbe invece assumere
come parametro né lay né lat.

Assumendo come parametro la x, si ottiene il sistema

y+z+t= —-1-X
t=2
z=1-—-X

che si risolve facilmente per sostituzione (sostituendo nella prima equazione a t e z i valori
ricavati dalla seconda e dalla terza). Si ottiene

y=—4
z=1-—-X
t=2

e dunque la soluzione generaleé (X, —4,1—X,2) o, se si preferisce,
(0, —4,1,2) +x(1,0, —1,0).
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[Esercizio 14.7.3]
Risolvere il seguente sistema lineare nelle incognite x, y, z:

X=y+z=0
X—y—z=0
X+y—z=0

Soluzione — Si tratta di un sistema lineare omogeneo; per il teorema 14.2.1 esiste
sicuramente almeno una soluzione, la cosiddetta “soluzione banale” (0, 0, 0). Per vedere se ci
sono altre soluzioni, consideriamo la matrice completa del sistema e riduciamola per righe:

1 -1 1 0
1 -1 -1 0
1 1 -1 0

RQZ:RQ—Rl

RgI:Rg—Rl
1 -1 1 O
0 0 -2 0
0 2 -2 0

RgI:Rg—RQ

o
o
|
)
o

La matrice ha rango uguale al numero delle incognite, e il sistema ha quindi la sola soluzione
“banale” (0, 0, 0).

|Esercizio 14.7.4]

Risolvere il seguente sistema lineare nelle incognite x, y, z:

2X+ 5y — 82 =38
AX+3y—92=9
2X+3y—5z2="7
X+ 8y —7z2=12
X—=3y—5z2= —2
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Soluzione — Consideriamo la matrice completa del sistema e riduciamola per righe:

2 5 -8 8
4 3 -9 9
2 3 -5 7
1 8 -7 12
3 -3 -5 =2
R. = Ry — 2R,
R, = IR,
R; = Ry — R
R4 Z:2R47R1
Rs := 2Rs — 3R,
2 5} -8 8
0 -1 1 -1
0o -2 3 —1
0 11 ) 16
0 —21 14 — 28
R3 :R3—2RQ,
R4 = R4+11R2,
Rs = Rs — 21Ry ;
2 5 -8 8
0 -1 1 —1
0 0 1 1
0 0 5 5
0 O -7 =7
Ry =Ry —5R3;
R5 I:R5+7R3;
2 5 -8 8
0 -1 1 —1
0 0 1 1
0 0 0 0
0 O 0 0
e infine
2 5 -8 8
0 -1 1 -1
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Matrice incompleta e matrice completa hanno lo stesso rango, cioé 3; per il teorema di
Rouché-Capelli, poiché anche il numero delle incognite é 3, il sistema dato ha esattamente una
soluzione.

Alla matrice ridotta ottenuta resta associato il sistema

2X+ 5y —8z2 =38
—-y+z= -1
z=1

che si risolve facilmente per sostituzione. Si ottiene

X=3
y=2
z=1

e dunque la soluzione del sistema dato é (3, 2, 1).

Le soluzioni degli esercizi 14.7.5, 14.7.6, 14.7.7, 14.7.8, 14.7.9, 14.7.10, 14.7.11,
14.7.12, 14.7.13, 14.7.14, 14.7.15 e 14.7.16 saranno date nella sezione 14.9 (pagina 129).

|Esercizio 14.7.5]
Risolvere il seguente sistema lineare nelle incognite x, y, z:

X—y—z=1
—X+y+2z= -1
2X—-2y+3z2=2

|[Esercizio 14.7.6
Risolvere il seguente sistema lineare nelle incognite x, y, z:

X+y—2z=1
X—2=2
2X—-y+z=0
X—y+2z= -2

3X+y—4z=5
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|Esercizio 14.7.7|

Risolvere il sequente sistema lineare nelle incognite x, y, z, t:

X+y—z+t=3
2X—-y+z—-t=3
X—y—2z4+2t=1
X—4y+z—t= —2

|Esercizio 14.7.8]
Risolvere il sequente sistema lineare nelle incognite x, y, z, t:

X—=2y+z—-t=3
X+y—z+2t=1
2x+y—-2z2=0
2y —2z—-t=2
X+3y—-3z+t=3

|[Esercizio 14.7.9|

Risolvere il seguente sistema lineare nelle incognite x, y, z:

2X—-y+z=0
IX+2y—-2z2=0
X=y+z=0

|Esercizio 14.7.10]
Risolvere il seguente sistema lineare nelle incognite x, y, z:

X—y—2z=0
X—2y—z2=0
X+y—2z=0
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|[Esercizio 14.7.11]

Risolvere il seguente sistema lineare nelle incognite x, y, z, t, w:

X—y+2z—t+w=1
2X4+y—z4+t= -1
3y —95z+4+3t—-2w=0

|[Esercizio 14.7.12]

Risolvere il seguente sistema lineare nelle incognite x, y, z, t:

2X+2y+z2-2t=0
X+y+2z2—-t=0
3X+3y—-3t=0
X+y—z—-t=0

|[Esercizio 14.7.13]

Risolvere il seguente sistema lineare nelle incognite x, y, z, t:

X—y+z—-t=1
2X+y—z+1t=0
X+2y—-2z+2t= -1
3y—3z+3t= -2

|[Esercizio 14.7.14]

Risolvere il sequente sistema lineare nelle incognite x, y, z, t, w:

X—2y—t—w=0
2X4+y+z—t—w=0
9X+2z2—-3t—-3w=0

|[Esercizio 14.7.15]

Risolvere il seguente sistema lineare nelle incognite x, y, z, t:

X—2y+z—-t=0
2X+y+2z2=0
X+z—-t=0
3IX=y+3z—-t=0
X—y+z+t=0
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|[Esercizio 14.7.16]
Risolvere il seguente sistema lineare nelle incognite x, y, z, t:

X+4y+z+2t=3
6X+8y+22+4+5t=7
Ox +12y +3z + 10t = 13
12x 4+ 16y + 4z + 12t = 16

14.8 - Esercizi sui sistemi lineari dipendenti da un parametro.

|[Esercizio 14.8.1]

Si stabilisca per quali valori del parametro reale & il seguente sistema lineare nelle incognite
X, Y,z € risolubile (specificando il numero delle incognite libere) e per quali & invece
impossibile:

X—=3y+kz=1
y+z==%
kEx—6y—2z= —2

Soluzione — Consideriamo la matrice completa del sistema e riduciamola per righe:

1 =3 k 1
0 1 1 k
Ek -6 -2 =2

RgI:Rg—]{JRl
1 -3 k 1
0 1 1 k
0 3k—6 —2—k? —2—kFk

Rs == Ry + 3(2 — k)Ry

0 0 (1-k(k+4) (1-k)3k-2)

Per k = 1, — 4 la matrice incompleta e quella completa sono ridotte e hanno rango 3,
uguale al numero delle incognite: il sistema ha esattamente una soluzione.

Per k = 1, la matrice incompleta e quella completa si riducono sopprimendo la terza
riga e hanno rango 2: il sistema ha infinite soluzioni, dipendenti da una incognita libera
(qualunque incognita puo essere assunta come incognita libera).

Per k = — 4, la matrice incompleta si riduce sopprimendo la terza riga e ha rango 2,
mentre la matrice completa é ridotta e ha rango 3: il sistema & impossibile.
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|[Esercizio 14.8.2]

Si stabilisca per quali valori del parametro reale % il seguente sistema lineare nelle incognite
X, Y,z € risolubile (specificando il numero delle incognite libere) e per quali & invece
impossibile:

X—y+2z=k%
AX+ky+kz=2
Ex—ky+4z=4

Soluzione — Consideriamo la matrice completa del sistema e riduciamola per righe:

1 -1 2 k
4 k k 2
kK —k 4 4
R2 = R2—4R1
R; .= R; — kR,
1 -1 2 k
0 k+4 k 2 — 4k

-8
0 0 22-k) (2—-k)(2+k)
Per k # — 4, 2 la matrice incompleta e quella completa sono ridotte e hanno rango 3,

uguale al numero delle incognite: il sistema ha esattamente una soluzione.

Per k = 2, la matrice incompleta e quella completa si riducono sopprimendo la terza
riga e hanno rango 2: il sistema ha infinite soluzioni, dipendenti da una incognita libera
(qualunque incognita puo essere assunta come incognita libera).

Per k = —4, la matrice diventa

1 -1 2 —4
0 O —-12 18
0 O 12 —12

e per completare la riduzione si deve porre R3 := R3 + Ro.
Si ottiene

1 -1 2 —4
0 0 —-12 18
0 0 0 6

e dunque per k = —4 il sistema e impossibile.
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Le soluzioni degli esercizi 14.8.3, 14.8.4, 14.8.5, 14.8.6, 14.8.7, 14.8.8, 14.8.9,
14.8.10, 14.8.11, 14.8.12, 14.8.13, 14.8.14, 14.8.15, 14.8.16, 14.8.17, 14.8.18 e 14.8.19
saranno date nella sezione 14.10 (pagina 131).

|[Esercizio 14.8.3]

Si stabilisca per quali valori del parametro reale & il seguente sistema lineare nelle incognite
X, Y,z € risolubile (specificando il numero delle incognite libere) e per quali e invece
impossibile:

X—y+(k+3)z=k+3

X+ (k=5)y+7z=2
(k+2)Xx—6y+6z=1
kx—ky—(k+4)z= —k—4

|Esercizio 14.8.4]

Si stabilisca per quali valori del parametro reale & il seguente sistema lineare nelle incognite
X, VY, z € risolubile (specificando il numero delle incognite libere) e per quali & invece
impossibile:

2y —z=1
X—y—kz=0
X—3y= —2

X+ky—2z=1

|[Esercizio 14.8.5]

Si stabilisca per quali valori del parametro reale & il seguente sistema lineare nelle incognite
X, ¥, z,t e risolubile (specificando il numero delle incognite libere) e per quali & invece
impossibile:

X—2y—kz—t=0
X—ky—t=0
kx+(2—-3k)y—kt=0
(k+1)x—4y—2z—4t=0
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|[Esercizio 14.8.6]

Si stabilisca per quali valori del parametro reale % il seguente sistema lineare nelle incognite
X, Y, z,t e risolubile (specificando il numero delle incognite libere) e per quali & invece
impossibile:

X+y+z+kt= -1
kEX+ky+kz+2kt=1
(k—1)x+y+@B—k)t=0
CE+D)x+(k+1)y+Q2k+1)z4+3kt=k

|[Esercizio 14.8.7]

Si stabilisca per quali valori del parametro reale % il seguente sistema lineare nelle incognite
X, Y,z € risolubile (specificando il numero delle incognite libere) e per quali & invece
impossibile:

okX+5dy+2kz =12
kx—z2=0
6X+5y+kz=12

|[Esercizio 14.8.8]

Si stabilisca per quali valori del parametro reale % il seguente sistema lineare nelle incognite
X, Y,z € risolubile (specificando il numero delle incognite libere) e per quali & invece
impossibile:

X+kz=0
—X+2y+z2=0
ky+z=0

|[Esercizio 14.8.9]

Si stabilisca per quali valori del parametro reale & il seguente sistema lineare nelle incognite
X, Y,z € risolubile (specificando il numero delle incognite libere) e per quali e invece
impossibile:

X+ (k+1)z=2k
ky +2kz= -1
X+5z=k+4
X—ky—3z=3k—-3



Marco Barlotti - appunti di ISTITUZIONI DI MATEMATICA - vers. 2.22 - Pagina 126

|[Esercizio 14.8.10]

Si stabilisca per quali valori del parametro reale % il seguente sistema lineare nelle incognite
X, Y,z € risolubile (specificando il numero delle incognite libere) e per quali & invece
impossibile:

Ex+ky=1

2k —-1)x+ky +z2=2
(k—1)x+2ky+(k+1)z=2k+14
Bk —-1)x+2ky+z=3

|[Esercizio 14.8.11]

Si stabilisca per quali valori del parametro reale & il seguente sistema lineare nelle incognite
X, VY, z € risolubile (specificando il numero delle incognite libere) e per quali & invece
impossibile:

EX+y+((k+2)z=~k+2
2X+y—kz=3
X+y+z=3
2—-k)x+2y+2z=T7—-k

|[Esercizio 14.8.12]

Si stabilisca per quali valori del parametro reale % il seguente sistema lineare nelle incognite
X, Y, z,t e risolubile (specificando il numero delle incognite libere) e per quali & invece
impossibile:

Ex+2y—t=1
—-y+z4+t=k
3z+(k+2)t=2k
y+z+Ekt=1
Ex+2y+z=k

|[Esercizio 14.8.13]

Si stabilisca per quali valori del parametro reale & il seguente sistema lineare nelle incognite
X, Y,z € risolubile (specificando il numero delle incognite libere) e per quali e invece
impossibile:

2kx+2y+(k—1)z=k—-9
kxX+y+3z= —6-5k

—X—ky+(k+2)z= -3
kx+y+ (k—4)z=6k—3
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|[Esercizio 14.8.14]

Si stabilisca per quali valori del parametro reale & il seguente sistema lineare nelle incognite
X, V¥, z,t e risolubile (specificando il numero delle incognite libere) e per quali & invece
impossibile:

3Xx+(k—1)y+kz+(1+2k)t=k+3
(k—4)x+(k+1)y+(k+2)t=2k+3
kx+ (k—2)t=4k—6

(k—1)x+(2—k)t=3—k

|[Esercizio 14.8.15]

Si stabilisca per quali valori del parametro reale & il seguente sistema lineare nelle incognite
X, ¥, z,t, w é risolubile (specificando il numero delle incognite libere) e per quali & invece
impossibile:

X+ky—w=0
2X+2ky+5t—2w=>5
3X+3ky—2z—t—-3w= —1
(k—1)x+ky+z—-w=1
SX+bky—z+3t—>5w=3

|[Esercizio 14.8.16]

Si stabilisca per quali valori del parametro reale & il seguente sistema lineare nelle incognite
X, Y,z € risolubile (specificando il numero delle incognite libere) e per quali e invece
impossibile:

X+4y=6—k
4X+y+k*z=k-3
3X+2y+6z= —1
5X+5y+k?’z=3
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|Esercizio 14.8.17|

Si stabilisca per quali valori del parametro reale & il seguente sistema lineare nelle incognite
X, ¥, z,t e risolubile (specificando il numero delle incognite libere) e per quali & invece
impossibile:

X—y+3z+kt=k+2
2X—ky+2z4+t=0
2x+(1—-k)y—-2z—-t=1
y—4z-2t=1
—X+y—3z+kt= -1

|[Esercizio 14.8.18|

Si stabilisca per quali valori del parametro reale & il seguente sistema lineare nelle incognite
X, Y,z € risolubile (specificando il numero delle incognite libere) e per quali & invece
impossibile:

X+y+kz=%k
Ex+y—z=0
X+y—kz=k

X+y+3kz=k

|[Esercizio 14.8.19]
Si stabilisca per quali valori del parametro reale & il seguente sistema lineare nelle incognite
X, ¥, z,t e risolubile (specificando il numero delle incognite libere) e per quali & invece
impossibile:

X+y+k+1)z+(k+4)t=0
X—y—-3z=0
k-—Dx+E+1)y+(k+4)z-3t=0
2X+(k—2)z+ (k+4)t=0
kEx+ky+(k+1)z=0
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14.9 - Soluzione degli esercizi proposti nella sezione 14.7.

ISoluzione dell’esercizio 14.7.5]

Il sistema ha infinite soluzioni dipendenti da una incognita libera.
Scegliendo come incognita libera la x, la generica soluzione & (x,x — 1, 0) ;
scegliendo come incognita libera la y, la generica soluzione é (y + 1, y, 0).
Si noti che la z non puo essere scelta come incognita libera.

ISoluzione dell’esercizio 14.7.6]

Il sistema ha esattamente una soluzione: (— 4, — &, —

roen
SN—

|Soluzione dell’esercizio 14.7.7]

Il sistema ha infinite soluzioni dipendenti da una incognita libera.
Scegliendo come incognita libera la z, oppure la t, la generica soluzione ¢ (2, 1, a, @) . Si
noti che né la x né la 'y possono essere scelte come incognita libera.

|Soluzione dell’esercizio 14.7.8]

Il sistema é impossibile.

|Soluzione dell’esercizio 14.7.9]

Il sistema ha infinite soluzioni dipendenti da una incognita libera.
Scegliendo come incognita libera la y, oppure la z, la generica soluzione ¢ (0, «, «) . Si noti
che la x non puo essere scelta come incognita libera.

ISoluzione dell’esercizio 14.7.10|

Il sistema ammette soltanto la soluzione nulla (0, 0, 0).

|Soluzione dell’esercizio 14.7.11]

Il sistema é impossibile.
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|Soluzione dell’esercizio 14.7.12]

Il sistema ha infinite soluzioni dipendenti da due incognite libere.

Scegliendo come incognite libere la x e la 'y, la generica soluzionee (x,y,0,X+Y);
scegliendo come incognite libere la x e la t, la generica soluzione & (x,t—x, 0, t);
scegliendo come incognite libere lay e la t, la generica soluzioneé (t—vy,vy, 0, t).

Si noti che la z non puo essere scelta come incognita libera.

|Soluzione dell’esercizio 14.7.13|

Il sistema ha infinite soluzioni dipendenti da due incognite libere.

Scegliendo come incognite libere lay e la z, la generica soluzioneé (+,y,z,z—y— %) ;
scegliendo come incognite libere lay e lat, la generica soluzione e (1,y,y+t+ Z,1);
scegliendo come incognite libere laz e la t, la generica soluzione e (+4,z—t— %, z,1).

Si noti che la x non puo essere scelta come incognita libera.

ISoluzione dell’esercizio 14.7.14|

Il sistema ha infinite soluzioni dipendenti da tre incognite libere.

Scegliendo come incognite libere X, y e t, la generica soluzione €
X, y, —x—=3y, t, x=2y—1);

scegliendo come incognite libere X, y e w, la generica soluzione €
X, Yy, —x—=3y, X—=2y—w, W)

scegliendo come incognite libere x, z e t, la generica soluzione e
X, —4x—+2z, z, t, Ix+ 2z-1),

scegliendo come incognite libere X, z e w, la generica soluzione é
X, —ix—3z, 2, IX+3z2-wW, W),
scegliendo come incognite libere y, z e t, la generica soluzione e

scegliendo come incognite libere y, z e w, la generica soluzione é
(=3y—2z, Y, z, —by—z—w, W)

scegliendo come incognite libere y, t e w, la generica soluzione e
Qy+t+w, vy, —by—t—w, t, w);

scegliendo come incognite libere z, t e w, la generica soluzione
(—2z+ 2t+ 2w, —Ltz—1tt—1w, z, t w)

scegliendo come incognite libere x, t e w, la generica soluzione ¢
(X, +x—$t—4w, —3x4+3t4+3w, t w).

Si noti che non ¢ possibile scegliere come incognite libere X, y e z.



Marco Barlotti - appunti di ISTITUZIONI DI MATEMATICA - vers.2.22 - Pagina 131

ISoluzione dell’esercizio 14.7.15|

Il sistema ha infinite soluzioni dipendenti da una incognita libera.

Scegliendo come incognita libera la x, la generica soluzioneé  (x, 0, —X, 0);
scegliendo come incognita libera la z, la generica soluzioneé (—1z, 0, z, 0).
Si noti che né la 'y né la z possono essere scelte come incognita libera.

|Soluzione dell’esercizio 14.7.16|

Il sistema ha infinite soluzioni dipendenti da due incognite libere.

Scegliendo come incognite libere la x e la'y, la generica soluzione e
X, y, 1—=3x—4y, 1);

scegliendo come incognite libere la x e la z, la generica soluzione &
X +—4x—=4z, z, 1);

scegliendo come incognite libere la'y e la z, la generica soluzione &
Si noti che la t non puo essere scelta come incognita libera.

14.10 - Soluzione degli esercizi proposti nella sezione 14.8.

|Soluzione dell’esercizio 14.8.3]

Per k£ # — 2,4 ilsistema ha esattamente una soluzione.
Per k= —2 ilsistema ha infinite soluzioni, dipendenti da una incognita libera.
Per k=4 ilsistema é impossibile.

|Soluzione dell’esercizio 14.8.4]

Per k =4 il sistema ha esattamente una soluzione, per tutti gli altri valori di % il sistema e
impossibile.
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ISoluzione dell’esercizio 14.8.5]

Il sistema dato e un sistema omogeneo, quindi ammette soluzione per ogni valore di k.

Per
Per

Per
Per
Per

Per
Per

k #0,1,2,3 ilsistema ha soltanto la soluzione nulla (0, 0, 0, 0).
k=0,1,2,3 ilsistema ha infinite soluzioni, dipendenti da una incognita libera.

|Soluzione dell’esercizio 14.8.6]

k # 0, 1,2 il sistema ha esattamente una soluzione.
k =1 il sistema ha infinite soluzioni, dipendenti da una incognita libera.
k = 0,2 il sistema e impossibile.

ISoluzione dell’esercizio 14.8.7]

k # —6, 1 il sistema ha esattamente una soluzione.
k = —6, 1 il sistema ha infinite soluzioni, dipendenti da una incognita libera.

ISoluzione dell’esercizio 14.8.8]

Il sistema dato & un sistema omogeneo, quindi ammette soluzione per ogni valore di k.

Per
Per

Per
Per
Per

Per
Per
Per

k # —2,1 il sistema ha soltanto la soluzione nulla (0, 0, 0).
k = —2,1 il sistema ha infinite soluzioni, dipendenti da una incognita libera.

ISoluzione dell’esercizio 14.8.9|

k # 0,4 il sistema ha esattamente una soluzione.
k =4 il sistema ha infinite soluzioni, dipendenti da una incognita libera.
k =0 il sistema e impossibile.

|Soluzione dell’esercizio 14.8.10|

k # 0, —1 il sistema ha esattamente una soluzione.
k = —1 il sistema ha infinite soluzioni, dipendenti da una incognita libera.
k =0 il sistema e impossibile.



Marco Barlotti - appunti di ISTITUZIONI DI MATEMATICA - vers.2.22 - Pagina 133

Per
Per

Per
Per
Per

Per
Per
Per

Per
Per
Per

Per
Per

Per
Per
Per

ISoluzione dell’esercizio 14.8.11|

k # 0, —1 il sistema ha esattamente una soluzione.
k = —1,0 ilsistema é impossibile.

|Soluzione dell’esercizio 14.8.12]

k # 0,1 il sistema ha esattamente una soluzione.
k = 0 il sistema ha infinite soluzioni, dipendenti da una incognita libera.
k =1 il sistema e impossibile.

|Soluzione dell’esercizio 14.8.13]

k # 41,7 il sistema ha esattamente una soluzione.
k = 41 il sistema ha infinite soluzioni, dipendenti da una incognita libera.
k =7 il sistema e impossibile.

|Soluzione dell’esercizio 14.8.14|

k # —1,0, % 2 il sistema ha esattamente una soluzione.

k = 0,2 il sistema ha infinite soluzioni, dipendenti da una incognita libera.

k=—1, 5 il sistema & impossibile.

|Soluzione dell’esercizio 14.8.15|

k # 2 il sistema ha infinite soluzioni, dipendenti da una incognita libera.
k =2 il sistema e impossibile.

|Soluzione dell’esercizio 14.8.16|

k # + 3 il sistema ha esattamente una soluzione.
k = —3 il sistema ha infinite soluzioni, dipendenti da una incognita libera.
k =3 il sistema e impossibile.
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Per
Per
Per

Per
Per
Per

ISoluzione dell’esercizio 14.8.17|

k # —1,0,1 il sistema ha esattamente una soluzione.
k = —1 il sistema ha infinite soluzioni, dipendenti da una incognita libera.
k= 0,1 il sistema e impossibile.

|Soluzione dell’esercizio 14.8.18|

k # 0,1 il sistema ha esattamente una soluzione.
k = 0 il sistema ha infinite soluzioni, dipendenti da una incognita libera.
k =1 il sistema e impossibile.

ISoluzione dell’esercizio 14.8.19|

Il sistema dato e un sistema omogeneo, quindi ammette soluzione per ogni valore di k.

Per
Per

k # + 1 il sistema ha soltanto la soluzione nulla (0, 0, 0).
k = + 1 ilsistema ha infinite soluzioni, dipendenti da una incognita libera.
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15.- FUNZIONI R — R

15.1 - Generalita.

L’insieme delle funzioni R — R si indica con RE. Si definiscono in tale insieme
operazioni binarie (cfr. 7.1) dette somma, prodotto, quoziente ed elevamento a potenza:
precisamente, se f, g € RE, si pone

(F+9)(z) =f(z) + 9(z)
e la funzione f+ g cosi definita si dice somma delle funzioni f e g;

(fg)(z) = f(z)g(z)

e lafunzione fg cosi definita si dice prodotto delle funzioni f e g;
f _ =)
(g)(x) = 9(@)
e la funzione % cosi definita si dice quoziente delle funzioni f e g;

(19)(2) = ()9

e la funzione f9 cosi definita si dice elevamento a potenza con base f ed esponente g.

Anche la composizione tra funzioni definita in 4.7 & un’operazione binaria nell’insieme
RE,

E interessante (e importante!) mettere in relazione col dominio di f e g quello delle
varie funzioni definite a partire da esse come si € appena accennato; precisamente, si ha

D(f+g) = D(fg) = D() N D(g);
D(5) =DM {z e Dg)/g() # 0};

D(f9) = D(g) N {z € D(f) /(z) > 0};
D(fog) = {z € D(g)/9(x) € D(f)}.

= el



Marco Barlotti - appunti di ISTITUZIONI DI MATEMATICA - vers.2.22 - Pagina 136

Le funzioni R — R che considereremo saranno quasi esclusivamente ottenute
mediante somma, prodotto, quoziente, elevamento a potenza, composizione a partire dalle
seguenti funzioni (dette funzioni elementari) che supponiamo note (generalmente dagli studi
effettuati nella scuola secondaria superiore):

(1) le funzioni polinomiali (associate ai polinomi a coefficienti reali nella
indeterminata z)(%4); a questa famiglia appartengono in particolare la funzione identita idg
(cfr. 4.4.3) e le funzioni costanti.

(7i)  le funzioni trigonometriche (sin(x), cos(x), tg(x)) e le loro inverse (arcsin(z),
arccos(x), arctg(x));

(14t1) per ogni a € R*, la funzione potenza z° di esponente a, la funzione
esponenziale exp,(z) (che indicheremo anche con a”) e (se a # 1) la funzione logaritmica
log, () in base a (cfr. 10.4);

(tv)  lafunzione “valore assoluto” (|x
sez. 15.2).

, definita in 10.1, per la quale si veda anche la

Occasionalmente sara utile prendere in considerazione anche funzioni che non
rientrano nelle famiglie sopra considerate; ad esempio la funzione “parte intera” ([z], che
associa al numero reale z il piu grande numero intero non superiore a x), la funzione “segno”
(sgn(z), che assume valore + 1 se = > 0, assume valore 0 se x = 0, e assume valore — 1 se
x < 0), la “funzione di Dirichlet” (Dir(x), che assume valore + 1 se x é razionale, e assume
valore — 1 se x e irrazionale) ed altre simili a quest’ultima (cfr. esempio 16.1.5 ed esempio
18.4.3).

Particolare rilevanza avra nel seguito la nozione di “intervallo” introdotta in 5.3. Si
noti che lo stesso insieme R si considera un intervallo (aperto, illimitato a sinistra e a destra) e
che un intervallo non puo, per definizione, consistere di un solo elemento. Per un intervallo
limitato si introduce la nozione di ampiezza: se I’intervallo ha estremi a € b, la sua ampiezza e
per definizione il numero reale |b — al.

|[Esercizio 15.1.1]
Calcolare: [2]; [1]; [ — 21; [v/2]; [ — v/3]; [«]; [0]; [ - 7).

|[Esercizio 15.1.2]

Determinare il dominio delle seguenti funzioni:

fi(z) == y/logs(x); fo(x) == logs(logs(x) — 1); fi(x) = i—;l

24 Nel seguito utilizzeremo la stessa notazione sia per indicare un polinomio a coefficienti reali nella
indeterminata « sia per indicare la funzione polinomiale ad esso associata: cid non dara mai luogo ad equivoci.
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|[Esercizio 15.1.3]

Dimostrare che le funzioni v/x2 e |z| sono la stessa funzione (cfr. la nota 10 a pagina 36).

|[Esercizio 15.1.4]
Dire, motivando la risposta, se

fi(z) =22 e fa) = (/2)?

sono la stessa funzione oppure no.

|[Esercizio 15.1.5]
Dire, motivando la risposta, se
f,(z) == 200:(v) e f,(z) == log,(2%)

sono la stessa funzione oppure no.

15.2 - Osservazioni sulla funzione “valore assoluto”.

[Teorema 15.2.1]
Sex,y € R,siha z| <y <& —y<z<uy.

Dimostrazione — Sia |z| <y; allora y >0,e —y<0.Se z >0, & certamente
x > —y; inoltre, |z| =z edunque = < y. Se invece x < 0, & certamente x < y; inoltre,
|x| = —x edunque —x <y, dacui(teorema9.4.8 (i)) —y <uz.

Viceversa, sia —y <x <y.Se z>0,e x=|z| edunque la = <y equivale alla
|| <y.Seinvece x <0, x= —|z|] edunquela —y <z equivalealla —y < — |z|
ossia (teorema 9.4.8 (7)) alla |z| <y .

[Corollario 15.2.2]
Sex;, x,y €R,siha |z, —2s| <y & xo—y<z <3349
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[Teorema 15.2.3]
Se a, B € R,siha la+ 8] < |a| + 8.
Dimostrazione — Poiché |a| < |«, per il teorema 15.2.1 (x = «, y := |«|) Si ha
— o] <a<al.
Analogamente, — 18l < B <18
Utilizzando la se ne deduce che
— o] =8l < a+ B <ol + 0]
ossia —(la| +18]) <a+ B < |a| + 8|
da cui I’asserto per il teorema 15.2.1 (x := a + 5,y = |a| + |5])-

[Teorema 15.2.4]
Sea, B e€R,siha lac- B = lal - |5].

Dimostrazione — Si tratta di una verifica immediata, per la quale & opportuno
distinguere quattrocasi: > 0,6 >0, >0,6<0;a<0,6>0;a < 0,8 < 0.

15.3 - Grafico di una funzione R — R.

Sia f:R — R una funzione. Fissato nel piano un SdR cartesiano (ortogonale,
monometrico) Oxy, si dice grafico di f I’insieme dei punti del piano le cui coordinate z, y
verificano la condizione y = f(z).

Con la notazione di 12.2, possiamo anche dire che il grafico di f € il luogo geometrico
rappresentato dall’equazione y — f(x) = 0.

15.4 - Funzioni pari, funzioni dispari, funzioni periodiche.

Sia f:R — R una funzione. Si dice che f e pari se per ogni x € D(f) ¢ —z € D(f) e

inoltre
f( —x) = f(z).
Si dice che f & dispari se per ogni z € D(f) @ — x € D(f) e inoltre
f(—xz) = —f(x).

Se f & pari o dispari, il comportamento di f in [0, + co) puo facilmente essere dedotto
da quello in ( — oo, 0] (e viceversa). In particolare, per I’osservazione 15.2.3, il grafico di una
funzione pari & simmetrico rispetto all’asse delle ordinate, quello di una funzione dispari €
simmetrico rispetto all’origine.
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[Esercizio [*] 15.4.1|

Determinare tutte le funzioni R — R con D(f) = R il cui grafico e simmetrico rispetto
all’asse delle ascisse.

[Esempio 15.4.2

Sono funzioni pari: la f(z) := |z|, la f(x) := cos(x) e tutte le funzioni polinomiali nella cui
espressione z compare solo con esponente pari (es.. f(z):=2z% f(z):=2?,
f(x) :== 326 — 222 + 3).

[Esempio 15.4.3]

Sono funzioni dispari: la f(x) := sin(z), la f(z) := tg(x) e tutte le funzioni polinomiali nella
cui espressione x compare solo con esponente dispari (es.. f(x) ==z, f(x): =23,

f(x) := 32! — 22° + 3x; si noti che in particolare il termine noto deve essere uguale a zero).

|Esercizio 15.4.4]

Si stabilisca se la funzione f(z) := log,

1+
11—z

e pari, dispari oppure né pari né dispari.

Sia f: R — R una funzione, e sia k£ un numero reale positivo. Si dice che f é periodica
di periodo & se per ogni x € D(f) & x + k € D(f) e inoltre

f(x + k) = f(x).

Se f e periodica di periodo &, il comportamento di f su tutto R puo facilmente essere
dedotto dal comportamento in un qualsiasi intervallo di ampiezza almeno k. In particolare, il
grafico di f si ottiene “ricopiando” infinite volte il grafico della sua restrizione a un qualsiasi
intervallo di ampiezza k.

Una funzione R — R si dice periodica se esiste k € R™ tale che f & periodica di
periodo k. Si noti che, se f & periodica di periodo &, per definizione f & periodica di periodo nk
per ogni n € Z"; generalmente si considera (quando esiste) il

min {k € R*/f & periodica di periodo % }.
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|Esercizio [*] 15.4.5|

Si dia un esempio di funzione f periodica per la quale non esiste il
min {k € R*/f & periodica di periodo k}.

|Esempio 15.4.6|

Sono funzioni periodiche: la f(z) := sin(x) (di periodo 27), la f(z) := cos(x) (di periodo 27),
la f(x) := tg(z) (di periodo 7) e tutte le funzioni costanti.

15.5 - Estremi.

Sia f una funzione R — R.

Si dice che f é superiormente limitata se I’immagine di f (cfr. 4.3) & superiormente
limitata (cfr. 5.5), cioé se esiste un numero reale ) tale che f(x) <A VreD(f).Sefé
superiormente limitata, I’estremo superiore (cfr. 5.6) dell’immagine di f si dice estremo
superiore di f.

Si dice che f € inferiormente limitata se I’immagine di f & inferiormente limitata (cfr.
5.5), cioe se esiste un numero reale X\ tale che f(x) > A Ve € D(f). Se f é
inferiormente limitata, I’estremo inferiore (cfr. 5.7) dell’immagine di f si dice estremo
inferiore di f.

Si dice che f e limitata se f e superiormente limitata ed inferiormente limitata, cioe se
esistono due numeri reali a, b tali che 'immagine di f & contenuta nell’intervallo [a, b]; o,
equivalentemente, se esiste un numero reale X tale che If(z)] <X Vz e D(f).

Si dice che f ha massimo se I’'immagine di f ha massimo (cfr. 5.4); il massimo
dell’immagine di f si dice massimo di f. Se f ha massimo M, si dice punto di massimo per f
ogni = € D(f) per il quale si abbia f(x) = M.

Si dice che f ha minimo se I'immagine di f ha minimo (cfr. 5.4); il minimo
dell’immagine di f si dice minimo di f. Se f ha minimo m, si dice punto di minimo per f ogni
x € D(f) per il quale si abbia f(x) = m.

Sia | C D(f). Si dice che f & limitata in I, che f ha massimo in I, che f ha minimo in |
se la restrizione di f a | (cfr. 4.5) rispettivamente € limitata, ha massimo, ha minimo. Se
esistono, I’estremo superiore, I’estremo inferiore, il massimo e il minimo della restrizione di f
ad | si dicono rispettivamente estremo superiore di f in I, estremo inferiore di f in I, massimo
di fin I e minimo di f in I; gli eventuali punti di massimo e minimo per la restrizione di fa l si
dicono rispettivamente punti di massimo per fin I e punti di minimo per fin 1.
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[Teorema 15.5.1]

Sia f una funzione R — R, e siano A, B sottoinsiemi di D(f). Se f & superiormente limitata
[inferiormente limitata, limitata] in A e in B, e superiormente limitata [inferiormente limitata,
limitata] anche in A U B.

Dimostrazione — Proviamo I’asserto per f superiormente limitata in A e B, lasciando
come banale esercizio gli altri due casi.

Supponiamo che f sia superiormente limitata in A e B. Cio significa che esistono due
numeri reali A\;, A\, tali che

flz) <\ VzeA e f(r) < Xy Vx €B.

Posto A := max {\;, \.},siha  f(z) <A Ve AUB
cioé I’asserto.

15.6 - Intorni. Punti di accumulazione.

Sia R I’insieme dei punti della retta. Sappiamo (teorema 10.2.1) che, fissati in R due
punti O (origine) e U (punto unita), esiste una corrispondenza biunivoca f tra R e R per la
quale f(O) =0, f(U)=1 e, comunque presi P,, P, € R, il segmento P,P, ha misura
[f(P,) — f(P,)] rispetto all’unita di misura OU. Con abuso di linguaggio ormai comune, si usa
identificare ciascun numero reale col punto della retta che gli corrisponde mediante f: in tale
contesto, gli elementi di R sono detti punti; inoltre, se «, 8 € R il numero reale |a — 3| si
dice distanza tra a e (3.

Sia z, € R.

Si dice intorno di x, un intervallo aperto (cfr. 5.3) al quale x, appartenga. Si dice
intorno di z, individuato da 6 (o anche intorno di centro x, e raggio 6) I’intervallo aperto
(xog — 8, Ty + 6); € chiaro che si tratta di un particolare intorno di x.

|Esempio 15.6.1]

(—1,3) éunintorno di 0.

[Esempio 15.6.2]

(—1, 3) éI’intorno di centro 1 e raggio 2.
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[Esercizio [*] 15.6.3]
Siano z, € R, § € R™. Si provi che
(xg—06, o+ 06)={z R/ |z—x| <6}

Sia o € R.

Si dice intorno forato di x, un intorno di x, privo di x,, ossia un insieme della forma
I\{x,} con I intorno di x.

Si dice intorno sinistro di x, un intervallo aperto (a, x,) con a < x,; si dice intorno
destro di =, un intervallo aperto (z, b) con z, < b. Gli intorni destri e sinistri di z, non sono,
in base alla definizione, intorni di x,; si noti tuttavia che I’unione di un (qualsiasi) intorno
sinistro di x, ed un (qualsiasi) intorno destro di x, € un intorno forato di x,.

|Esempio 15.6.4|

(2, 3) & un intorno sinistro di 3; (3, 5) & un intorno destro di 3; (2, 3) U (3,5) (= (2, 5)\{3}) é
un intorno forato di 3

Sia A C R. Un elemento z, di A si dice interno ad A se esiste un intorno di x,
contenuto in A. L’ insieme degli elementi di A interni ad A si dice I’interno di A.

|[Esempio 15.6.5]

Sia A:= [0, 3]; 1 é interno ad A, 0 e 3 non sono interni ad A. L’interno di A & I’intervallo
aperto (0, 3).

|Osservazione 15.6.6/

Siano a, b numeri reali.

L’interno di [a, b] & (a, b); I’interno di [a, )

e (a, b); Iinterno di (a, b] € (a, b); I’interno di
(— o0, b] € (— o0, b); I’interno di [a, + ) & (a, +

, +00).
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Sia A C R, e sia z, € R. Si dice che x, & un punto di accumulazione per A se in ogni
intorno forato di z, esiste almeno un elemento di A.

Ogni elemento di [0, 1] & punto di accumulazione per (0, 1).

Ogni elemento di [0, 1] é punto di accumulazione per [0, 1).

Ogni elemento di [0, 2] & punto di accumulazione per (0, 1) U (1, 2).
Non esistono punti di accumulazione per N.

15.6.11] Sia A I’insieme dei numeri reali della forma % con n numero intero positivo. Il
numero reale 1 appartiene ad A, ma non € punto di accumulazione per A; il numero reale 0
non appartiene ad A, ma ¢ punto di accumulazione per A.

15.6.12] Ogni elemento di [0, 1] & punto di accumulazione per [0, 1] N Q.

[Teorema 15.6.13]

Sia A C R, e sia =, un punto di accumulazione per A. In ogni intorno forato di z, (e quindi in
ogni intorno di x,) esistono infiniti elementi di A; in particolare, A ha infiniti elementi.

Dimostrazione — Procediamo per assurdo, supponendo che esista un intorno forato di
x, al quale appartiene un numero finito di elementi z,, x, ..., x, di A.

Sia ¢ il piu piccolo tra i numeri

|2y — 2o |, |22 =20 |4ony | 20 — 20

sihaé # 0.
Ognuno degli x; (e quindi, a maggior ragione, ogni elemento di A) ha distanza da x,
maggiore di %; dunque all’intorno forato di centro x, e raggio % non appartiene alcun

elemento di A, contro I’ipotesi che x, sia di accumulazione per A.
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[Teorema 15.6.14]
Sia A C R. Ogni punto interno ad A é un punto di accumulazione per A.

Dimostrazione — Sia x, un punto interno ad A; esistono allora z;, x, € R tali che
T < Ty < Ty e (21, x5) C A.
Sia J, un intorno forato di z,; esistono dunque ¥, y» € R tali che
< Ty < Yo e Jo = (y1, y2){z0}-
Poniamo z; := max {x, y1} € 2o :== min {z,, y»}.

Allora z; < xy < zo; dunque in (z, 22)\{x,} esistono infiniti elementi, e tutti questi
appartengono ad A (perché (zi, z,) C (z1, ) C A); d’altro lato, (21, z2)\{zo} C Jo, € dunque
a J, appartengono infiniti elementi di A.

Per I’arbitrarieta di J,, I’asserto e completamente provato.

15.7 - Punti isolati.

Sia A C R, e sia z, € A. Si dice che x, € un punto isolato (di A) se esiste un intorno
forato di x, al quale non appartiene alcun elemento di A.

15.7.1] Ogni elemento di N € un punto isolato.

15.7.2] Sia A:={1}U(2,3). L’elemento 1 & un punto isolato di A; tutti gli elementi
dell’intervallo aperto (2, 3) sono punti di accumulazione per A che appartengono ad A; gli
elementi 2 e 3 sono punti di accumulazione per A che non appartengono ad A .

[Esercizio [*] 15.7.3]

Sia A C R, e sia x, € A. Si dimostri che z, € un punto isolato di A se e soltanto se non € un
punto di accumulazione per A.

Suggerimento: Si utilizzi il contenuto delle osservazioni 2.3.6 € 2.3.7.
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16.- CONTINUITA

16.1 - Definizione.
Sia f:R — R una funzione, e sia =, € D(f). Si dice che f & continua in x, se
VeeRM)E6eRN)((z e DE)A(|z—20| <0)) = (|flz)—f(x) | <e)
ossia (cfr. Corollario 15.2.2) se
VeeRN)(F6eR)((x e DF)N (o — 6, xo+6)) = f(x) € (f(xy) — &, f(zo) +¢)).

|Osservazione 16.1.1]

Sia f:R — R una funzione, e sia =, € D(f). Si noti che, in base alla definizione, se z, & un
punto isolato per D(f) (cfr. sez. 15.7) allora sicuramente f & continua in z,. Infatti, se =, & un
punto isolato per D(f) esiste un intorno di z, al quale non appartiene nessun altro punto di
D(f), e si pud scegliere 6 (indipendentemente da ¢) in modo che (z,— 6, z,+ 6) sia
contenuto in tale intorno e quindi le due condizioni x € D(f), | z —x, | < ¢ siano verificate
entrambe solo per x = x,. Di conseguenza, saremo interessati a studiare la continuita solo nei
punti di accumulazione per D(f).

Sia f: R — R una funzione, e sia | un sottoinsieme non vuoto di D(f). Si dice che f é
continua in | se e continua in ogni punto di 1. Se f e continua in ogni punto del proprio
dominio, si dice semplicemente che f & continua.

Sia | un sottoinsieme non vuoto di R. Indicheremo con C” (1) I’insieme delle funzioni
R — R continue in . Se | = {x,}, scriveremo C” (z,) anziché C” ({x,}).

|Esempio 16.1.2|

Sia a € R. La funzione (“costante”) che ad ogni numero reale associa « & continua in R.

|Esempio 16.1.3|

La funzione [z] é continua in R\Z.
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[Esempio 16.1.4|

La funzione idg che ad ogni numero reale associa se stesso € continua in R. Poiché si ha
idg (z) = = per ogni = € R, tale funzione & la funzione polinomiale associata al polinomio z e
si indica usualmente essa stessa con .

|[Esempio 16.1.5]

La funzione f: R — R definita ponendo
x Sex erazionale
f(x) = o
0 sexéirrazionale
e continua in 0 (e solo in 0).

[Teorema 16.1.6]

Le funzioni sin(z) e cos(z) sono continue.

Dimostrazione — Proviamo che sin(xz) e continua; analogamente si prova che e
continua cos(z).

Siponga h := = — x,, cosicché x = x, + h. Si ha
sin(z) — sin(x,) = sin(x, + h) — sin(z,) = sin(z,)cos(h) 4 cos(xy)sin(h) — sin(x,) =
= sin(x,)(cos(h) — 1) + cos(x,)sin(h)
e quindi (ricordando i teoremi 15.2.3 e 15.2.4, e tenendo conto di risultati elementari sulle
funzioni sin e cos (%))

| sin(z) —sin(zo) | < |sin(xg) | - | cos(h) —1| 4+ | cos(xy) | - | sin(h) | =
= 2| sin(xy) | sin2(%) + | cos(z) | - | sin(h) | < |sin(z) % + | cos(zg) | - | A .

Seinoltre | h | < 1,éanche h? < | h|;sihaallora
[sinao) | 4+ [ cos(xa) | - [h] < |h] (B 4 [ cos(w) |) < § | 4|
perché |sin(xzy) | <1le |cos(z) | <1.

Pertanto, per ogni ¢ € R*, se si pone 6 := min {Z, 1} sihache

-z <6 = |h]<ZE = MW o
= |sin(z) —sin(z,) | < |sin(zo) | &+ |cos(z) | - |h| < <
da cui I’asserto.
25 precisamente:  che per ogni z € R si ha |sin(z) | < |z ; e che per ogni x € R si ha

1 — cos(x) = 2sin*(%).
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[Teorema 16.1.7]
Per ogni o € R, la funzione z* & continua. Per ogni a € R*, la funzione exp,(z) & continua.

Dimostrazione — Omettiamo la dimostrazione di questo teorema.

|Esercizio 16.1.8]
Dimostrare che la funzione |z| (cfr. 10.1) & continua.

16.2 - Prime proprieta delle funzioni continue.

[Teorema 16.2.1]

Sia f una funzione R — R, e sia =, € D(f). Se f € C"”(x,), esiste un intorno di z, in cui f &
limitata.

Dimostrazione — Poiché f & continua in x,, fissato € := 1 esiste § € R™ tale che
reDf)N(zy—0, zo+06) = f(z) e (f(xg) — 1, f(zo) +1)
e dunque in (z, — 6, zo + 6) T & limitata.

|Teorema 16.2.2 (Weierstrass)|

Sia [a, b] C R un intervallo chiuso e limitato, e sia f € C'”([a, b]). Allora f & limitata in [a, b].
Dimostrazione — Poniamo
X :={z € [a, b] / fnoné limitata in [a, z]}.

E X =0 se e soltanto se vale il teorema. Procediamo per assurdo, e supponiamo che sia
X # (); poiché X e inferiormente limitato (da a) esiste, per la completezza di R, I’estremo
inferiore di X. Poniamo xo = inf X.

Osserviamo che

16.2.P1 per ogni = € (a, x), f & limitata in [a, T

(infatti se f non fosse limitata in [a, T] sarebbe T € X e x, non potrebbe essere I’estremo
inferiore di X) e

16.2.P2 per ogni z; € (x, b), f non é limitata in [a, x|

(infatti se f fosse limitata in [a, z;] sarebbe [zy, ;)N X =10, e z, non potrebbe essere
I’estremo inferiore di X).

Per il teorema 16.2.1, esiste un intorno (z, — 6, xy + 6) di z, in cui f & limitata;
scegliamo 6 in modo che tale intorno sia contenuto in [a, b]. Poiché f & limitata anche in
la, zo — 6] (per la [16.2.P1]), per il teorema 15.5.1 f é limitata in [a, x,+ 6) e quindi in
la, zo + %]; cio contraddice la e prova I’asserto.
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|Teorema 16.2.3 (“della permanenza del segno”)

Sia z, € R, e sia f € C"”(x,). Se f(x,) # 0, esiste un intorno di x, nel quale f ha lo stesso
segno di f(z).

Dimostrazione — Supponiamo, per fissare le idee, f(z,) > 0. Posto ¢ := f(x,), esiste
6 e R taleche e D(f)N (g — 6, o+ 6) = f(x) € (fxy) — ¢, f(xo) +¢)

ossia xeDE)N(xy— 6, xg+06) = f(x) € (0, 2f(xy)).
In particolare, (x, — 6, 2y + 6) € un intorno di x, nel quale f(z) & positiva.
Se invece f(x,) < 0, si pone € := — f(x,) e si procede in modo analogo.

|Teorema 16.2.4 (Bolzano)]

Sia [a, b] C R un intervallo chiuso e limitato, e sia f € C'([a, b]). Se f(a) e f(b) hanno segno
opposto, esiste z, € (a, b) tale che f(z,) = 0.

Dimostrazione — Supponiamo, per fissare le idee, f(a) < 0. Posto
X :={x €la, b]/f(z) <0}

sihache X #( (perché a € X) e X e superiormente limitato (ad esempio da b, essendo
X C [a, b]); pertanto esiste xo == sup X.

E a<uz, (perché a € X) e z, <b (perché b & una limitazione superiore per X), ossia
xo € [a, b]. Vogliamo provare che f(z,) =0 (da cui seguira anche che x, # a e z, # b,
cosicché z, € (a, b)).

Se fosse f(zy) <0, per il teorema della permanenza del segno (16.2.3) esisterebbe un
intorno (x, z,) di 2, contenuto in [a, b] (26) nel quale f assume solo valori negativi; in
particolare, sarebbe (z, z,) C X, assurdo perché =, = sup X. Se fosse f(z,) >0, ancora
per il teorema 16.2.3 esisterebbe un intorno (z;, ) di z, nel quale f assume solo valori
positivi; dovrebbe essere x < x, per ogni z € X (27), e dunque =, sarebbe una limitazione
superiore di X minore di x,, assurdo perché z, = sup X. Dunque f(x,) = 0, come si voleva.

|Esempio 16.2.5|

Sia f(x) := 2% — z3; proveremo pili avanti (16.3.2; cfr. il teorema 16.1.7) che f & continua su
tutto R. Si ha f(1) = 1, f(2) = — 4; per il teorema di Bolzano (16.2.4) esiste z, € (1, 2) tale
che f(x,) = 0. In altri termini, I’equazione 2* = 23 ha una soluzione nell’intervallo (1, 2).

26 Conviene applicare il teorema 16.2.3 non a f ma alla restrizione di f ad [a, D].

21 Non pud essere x > ,, perché sarebbe anche z > ,; né pud essere z € (z1, z,) perché in (x,, x,) f
assume solo valori positivi.
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16.3 - Proprieta algebriche di "' (1).

[Teorema 16.3.1]
Sia ) € R. C"“(x,) & chiuso rispetto alla somma e al prodotto.

Dimostrazione — Siano f, g € C“(x,). Per ogni € R, esistono 6;, §, € R* tali che
zeDf)N(zg— b1, x0+61) = |flx)—TF(zo) | <n
e z€D(Q) N(xg—bozo+6) = [g(x)—9(x) | <n.

Proviamo in primo luogo che f+g € C”(z). Posto & := min{é;, &}, & chiaro che
(g — 6, o+ 6) C (xg — b1, o + 61) N (g — b2, Tp + O2).
Allora (ricordando che D(f+g) = D(f) N D(g) e tenendo presente il teorema 15.2.3) se
x € D(f+9) N (xg— 96, zo + 6) € anche

x € D(F)ND(9) N (xg — b1, o + 61) N (9 — o, Ty + O9)
edunque | (F+0)(z) — (F4+0)(z0) | = [ f(z) +9(z) —f(zs) — 9(z0) | <
< (@) = f(zo) | + [9(x) —9(x0) | <n+n=2n.
Fissato ¢ € R™, si puod scegliere  in modo che sia 27 < ¢; per 6 dipendente da tale 7, si ha
reDf+g)N(xg—06,z0+6) = |(F+09)(z)— (F+09)(z0) ]| <€
come si voleva.
Proviamo ora che fg € C” (). Per il teorema 16.2.1, esistono &5, o € R™ tali che
reDf)N (g — b3, 20+ 8) = |[f(z)]| <o

Posto 6 :=min{éy, 6, 83}, per x € D(fg) N (zo — 6, zy + 6) si ha (ricordando i teoremi
15.2.3 e 15.2.4):

| (fg)(z) = (fg)(w0) | = [ F(2)g(x) = F(z0)9(z0) | = [ F(2)9(z) — f(x)g(w0) + F(2)9(z0) — f(z0)g(20) | <

< [f(z)g(x) — f(z)g(x0) | + [ F(2)g(x0) — F(0)9(wo) | =

f 0)
= [f(=) | - [9(z) =g(xo) | + [9(z0) | - [f(2x) = F(z0) | <an+ |g(wo) | n=nla+ |9(xo) | ).

Fissato ¢ € R™, si pud scegliere n in modo che sia n(a + | g(zo) | ) < &; per 6 dipendente da
tale n, si ha

zeD(fg)N(zo—b z0+6) = |(fg)(z)—(fo)(z0) | <nla+ |glx)|) <e
come si voleva, cosicché I’asserto e completamente provato.

[Corollario 16.3.2]

Sial ¢ R.C"(I) & chiuso rispetto alla somma e al prodotto.
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[Corollario 16.3.3]
Le funzioni polinomiali sono continue.

Dimostrazione — Segue subito dal teorema 16.3.1 e dagli esempi 16.1.2 e 16.1.4.

[Teorema 16.3.4]

Siaxz, € R.Sef, g e C”(x) eg(x,) # 0 (cosicché z, € D(%)), si ha % € C"(xy).

Dimostrazione — Omettiamo la dimostrazione di questo teorema.

[Corollario 16.3.5]

Sial cR.Sef,geC(1)eg(z) #0in 1 (cosicché | C D(%)), siha % c CcO.

|Corollario 16.3.6]

Le funzioni della forma % con p(x), q(x) funzioni polinomiali (dette funzioni razionali)

sono continue ovunque sono definite, cioé in ogni x tale che q(x) # 0.

|Corollario 16.3.7]

La funzione tg(z) é continua.

[Teorema 16.3.8]

Siano f, g funzioni R — R. Sia x, € D(f) e sia f(z,) € D(g). Se f & continua in =, e g &
continua in f(x,), la funzione composta g o f & continua in x.

Dimostrazione — Omettiamo la dimostrazione di questo teorema.

[Teorema 16.3.9)
Sia I un intervallo contenuto in R, e sia f € C”(1). Se f & invertibile, f =1 € CO(f(1)).

Dimostrazione — Omettiamo la dimostrazione di questo teorema.

[Corollario 16.3.10]

Per ogni a € R™\{1}, la funzione log, () & continua.

[Corollario 16.3.11]

Le funzioni arcsin(x), arccos(z) e arctg(x) sono continue.
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|Esempio 16.3.12)

Mostriamo che & essenziale in 16.3.9 I’ipotesi che la funzione considerata abbia per dominio
un intervallo.
La funzione f: R — R definitain ( — oo, — 1) U {0} U (1, + co) ponendo

r+1 sex< —1
f(x) =<0 sex =0
r—1 sex>1

e continua ed invertibile. La sua inversa (che ha per dominio tutto R) e la funzione

z—1 sex <0
f~1(z) =<0 sex =0
r+1 sex>0

che non é continua in 0.

[Teorema 16.3.13]
Siaz, € R. Sef, g€ CY(x) ef(xy) > 0 (cosicché z, € D(f9)), si hafd € C(x,).

Dimostrazione — Per ogni z € D(f9) si ha
(f9) () = 290100:1") = exp, (g(x)log(f(x))).
Dunque f¢ & continua in z, per i teoremi 16.3.8, 16.3.10, 16.3.1 e 16.1.7.

16.4 - Ulteriori proprieta delle funzioni continue.

|Teorema 16.4.1 (Darboux)|

Sia [a, b] C R un intervallo chiuso e limitato, e sia f € C”([a, b]). Per ogni numero reale v,
compreso tra f(a) e f(b), esiste z, € (a, b) tale che f(zy) = yo.

Dimostrazione — La funzioneg(x) := f(x) — yo

e continua in [a,b] (esempio 16.1.2 e teorema 16.3.1); inoltre (essendo per ipotesi
f(a) < yo < f(b) oppure f(b) < yo < f(a) ) 9(a) e g(b) hanno segno opposto. Per il teorema
di Bolzano (16.2.4), esiste z, € (a, b) tale che

0 = g(z0) = f(x0) — wo
ossia tale che f(x,) = y,, come si voleva.
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|Teorema 16.4.2 (Weierstrass)|

Sia [a, b] C R un intervallo chiuso e limitato, e sia f € C'”([a, b]). Allora f ha massimo e
minimo in [a, b] e per ogni numero reale y, compreso tra il minimo e il massimo di f in [a, b]
esiste z, € [a, b] tale che f(xy) = yo.

Dimostrazione — Per il teorema 16.2.2, f & limitata in [a, b] e quindi ha in [a, b] un
estremo inferiore o € un estremo superiore (3.

Proviamo che esiste un punto dell’intervallo [a, b] nel quale il valore della f & proprio

« (cioé che « @ il minimo di fin [a, b]). Procediamo per assurdo, supponendo che sia f(z) # «
per ogni = € [a, b]. La funzione 0i(z) =f(z) — a

non assume allora mai il valore zero nell’intervallo [a, b], e dunque per il teorema 16.3.4 la
1

funzione 9(z) = gl(lx) = fx)—a

e continua in [a, b]. Per il teorema 16.2.2, g € limitata in [a, b], e dunque esiste I’estremo
superiore A di g in [a, b]. Si ha cioe per ogni = € [a, b]

f(m)l—oz = A

da cui (ricordando che f(x) — a > 0, e quindi A > 0)
fz) —a >+

e infine f(z) > a+ +

cona + + > a perché A > 0.

Si é cosi trovata per f in [a, b] una limitazione inferiore maggiore di «, e cio0 & assurdo
perché « & per ipotesi la massima limitazione inferiore per f in [a, b]. Questa contraddizione
prova che deve essere f(z) = a per almeno un = € [a, b], cioé che f ha minimo in [a, b].

Ponendo ¢g(zx) := ﬁ—]l‘(x) e ragionando come sopra, si prova anche che g e il
massimo di fin [a, b].

Siano allora  x;, =, € [a,b] tali che f(x,)=«, f(z,)=0; [Iultima parte
dell’asserto segue subito dal teorema di Darboux (16.4.1) applicato alla restrizione di f
all’intervallo di estremi z; e x,.

16.5 - Singolarita. Prolungamento per continuita.

Sia f una funzione R — R, e sia z, un punto di accumulazione per D(f). Si dice che f
presenta una singolarita in x, se

(@) @ ¢ D(f)
oppure
(b)  x, € D(f) e fnon & continua in x.
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[Esempio 16.5.1]

2_ - e =
:l;+11 presenta una singolarita in — 1.

La funzione

|Esempio 16.5.2|

sin(x)

La funzione presenta una singolarita in 0.

|Esempio 16.5.3|

La funzione [z] presenta singolaritain — 1, 0, 1 e in ogni numero intero.

Sia f una funzione R — R, e sia z, un punto di accumulazione per D(f) (28). Si dice
che f & prolungabile per continuita in z, se esiste una funzione g: R — R tale che

(1) D(g) = D(f) U {xo};
(i) g(z)=f(x) Voe DHMz);

(#47) g écontinuain x, .

Una funzione g:R — R verificante le (i), (i) e (ii7) si dice che prolunga per
continuita in x, la f.

Se f presenta una singolarita in x,, si dice che tale singolarita & eliminabile (ponendo
f(zy) := ) se esiste una funzione g che prolunga per continuita in z, la f (e g(z,) = A).

|Esempio 16.5.4|

2_
Sia f(z) := J;Hl (cfr. esempio 16.5.1). La funzione x — 1 prolunga per continuita (in — 1)
la f; in altri termini, f presenta in — 1 una singolarita eliminabile ponendo f( — 1) := — 2.

28 Ricordiamo che pud indifferentemente essere x, € D(f) oppure x, ¢ D(f).
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[Teorema 16.5.5]

Sia f una funzione R — R, e sia x, un punto di accumulazione per D(f). Esiste al piu una
funzione che prolunga per continuita in xz, la f.

Dimostrazione — Siano f;, f, due funzioni che prolungano per continuita in z, la f;
allora f,(x) = fy(z) per ogni « € D(f)\{z,}, quindi basta dimostrare che f,(z,) = fs(x,).

Procediamo per assurdo, e supponiamo f;(z,) # fa(xo).

Scelto I |f1(l‘0)gf2($o)| |

poiché f, e f, sono continue in z, esistono §,, &, € R tali che
X ED(fl)m(x0—61,$o+(51) = | f1($) —fl(.fCo) | < n
e T &€ D(fz) N (Io — 62, T -+ 62) = | fg(l‘) — fg([lfo) | < n.

Posto 6 := min {é;, 6.}, poiché x, & un punto di accumulazione per D(f), esiste T # z, in
D(f) N (xo — 6, xy + ). Deve essere allora

| fi(@o) — Faozo) | = [ fi(@o) = F(ZT) + £(Z) — faoz0) | =
= | fi(z) — fu(Z) + £(Z) — f(z0) | <
< [ filmg) = (@) | + [F(T) — folo) | Se+e< [ film) — fo() |
e cio é assurdo, come si voleva.

[Teorema 16.5.6]

Sia f(x) = Smmﬂ
f(0) := 1.

Dimostrazione — Omettiamo la dimostrazione di questo teorema.

(cfr. esempio 16.5.2). La singolarita di f(x) in 0 & eliminabile ponendo
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17.- LIMITI

17.1 - Definizione.

Sia f:R — R una funzione, e sia x, un punto di accumulazione per D(f). Sia A € R.

Si dice che X ¢ il limite di f per = che tende a x; e si scrive
limf(z) = A

T— X

se f puo essere prolungata in =, per continuita ponendo f(z,) := A, ossia se la funzione

g: R — R definita da
| f(x) se x#x
9(x) = { A se x=ux

& continua in z,.

Dunque, limf(x) =\ se e solo se si verifica una delle seguenti due situazioni:
(1)  fécontinuain x, e f(z)) = A;

oppure
(14)  fpresenta in x, una singolarita che puo essere eliminata ponendo f(z,) := A.

Sia f:R — R una funzione, e sia =, un punto di accumulazione per D(f). Se f puo
essere prolungata per continuita in x, si usa dire che esiste ed € finito il limite di f per x che
tende a z,. La nozione di “limite infinito” (alla quale questo modo di esprimersi fa riferimento
in contrapposizione) sara introdotta nella sez. 17.5.

|Osservazione 17.1.1|

Sia f:R — R una funzione, e sia z, € D(f) un punto di accumulazione per D(f). La funzione
f & continua in x, se e solo se
limf(z) = f(x).

T— X

17.1.2] Siap(x) € R[z]. Perogni z, € R, limp(xz) = p(z,) . In particolare:

T—Ty

per ogni z, € R, limz = x;

T—To

se A € R, per ogni z, € R si ha limA=M\.

Tr—x)
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17.1.3] Perogni x, € R, limsin(x) = sin(z);
lim cos(x) = cos(z);
e,sex) # 5 +km, limtg(x) = tg(zo).
17.1.4 /I.ing]m = 1 (cfr. teorema 16.5.6);
. z’—1 )
17.15 xlirpl 1 = 2
17.1.6 Iim1 [x] non esiste;
17.1.7 lim sin(l) non esiste;
r—0 €

[Teorema 17.1.8]
Siaf:R — R una funzione, e sia x, un punto di accumulazione per D(f). Sia A € R.

Condizione necessaria e sufficiente affinché sia
limf(z) = A

T—Xy

e che per ogni intorno I di centro A\ (individuato da ¢, con e € R™) esista un intorno Js di
centro x, (individuato da 6, con 6 € R™) tale che

xeDf)NIs\{z,} = f(z)el..

Dimostrazione — Si tratta di una conseguenza pressoché immediata delle definizioni
di limite e di continuita; lo studente & invitato a sviluppare la dimostrazione nei dettagli quale
utile esercizio [*].

|Teorema 17.1.9 (“della permanenza del segno™)

Sia f:R — R una funzione, e sia x, un punto di accumulazione per D(f). Sia A € R, A # 0.
Se limf(z) = A

T—T

esiste un intorno forato di x, nel quale f ha lo stesso segno di .
Dimostrazione — Si tratta di una riformulazione del teorema 16.2.3.
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17.2 - Limite destro, limite sinistro.

Sia f:R — R una funzione, e sia x, un punto di accumulazione per D(f) N (zy, + c0).
Sia X € R.

Si dice che X ¢ il limite di f per x che tende a x, da destra (o, anche, che X ¢ il limite
destro di f per = che tende a z,) e si scrive

lim f(z) = A

r—xf

se A é il limite per x che tende a z, della restrizione di fa (z,, + c0).

Sia f: R — R una funzione, e sia z, un punto di accumulazione per D(f) N ( — oo, xy).
Sia X e R.

Si dice che A e il limite di f per = che tende a x, da sinistra (o, anche, che X € il limite
sinistro di f per x che tende a ) e si scrive

lim f(z) = A

T—Ty

se A é il limite per x che tende a z, della restrizione di fa ( — oo, o).

17.2.1 lim [z] =0; lim [z] =1.
r—1~ rx—1T
17.2.2 non esiste né Iirgfsin(%) né .Iir(r]Lsin(%).

Siaf:R — R una funzione, e sia x, un punto di accumulazione per D(f). Se x, & punto
di accumulazione per D(f) N (zo, + co0) ma non per D(f) N ( — oo, x,), € sempre preferibile
scrivere
lim f(x) anziché lim f(x).

-zl T—=To

Analogamente, se z, & punto di accumulazione per D(f) N ( — oo, x;) Ma non per
D(f) N (zy, + 00), Si usa scrivere

lim f(z) anziché lim f(z).

T—xy
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- . z—1
|Esempio 17.2.3| lim Ny =0.

r—1*t

[Teorema 17.2.4]

Sia f:R — R una funzione, e sia z, un punto di accumulazione per D(f). Sia A € R.

Se x, € un punto di accumulazione per D(f) N ( — oo, z;) € per D(f) N (x, + o), allora
condizione necessaria e sufficiente affinché si abbia

limf(z) = A

e che sia
lim f(x) = A e lim f(x) = A

Ty r—xf

Dimostrazione — Omettiamo la dimostrazione di questo teorema.

17.3 - Operazioni in RR e limiti.

E naturale chiedersi quali legami esistano tra operazioni in R¥ e limiti. Importanti
risultati (teorema 17.3.1 e teorema 17.3.4) seguono dai teoremi della sezione 16.3.

[Teorema 17.3.1]
Siano f, g funzioni R — R, e sia x, un punto di accumulazione per D(f) N D(g). Sia
lim f(x) = F e img(z) =G con F,G € R.

T—X T—X

Allora
(4) lim (f+g)(x) = F +G;
(47) Jim (fg) () = FG;
(vi1) Jme (%)(m) = % (purché sia G # 0).

Dimostrazione — Segue immediatamente dai teoremi 16.3.1 e 16.3.4.
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[Teorema 17.3.2]
Siano f, g funzioni R — R, e sia z, un punto di accumulazione per D(f) N D(g). Se
lim f(x) =0

T—Xo

e g e limitata in un intorno di x,, allora & anche
lim (fg)(z) = 0.

T—2Xo

Dimostrazione — Omettiamo la dimostrazione di questo teorema.

|Esempio 17.3.3| lim z - sin(%) =0

z—0

|Teorema 17.3.4 (“del cambiamento di variabile”)

Siano f, y funzioni R — R, sia x, un punto di accumulazione per D(f o y) e sia

lim y(z) =y, con y, € R.

Supponiamo inoltre che valga una almeno delle seguenti due condizioni:

(a) esiste un intorno I di x, tale che y(x) # yo Vo € D(foy) N \{x};
oppure

(b) fecontinuain y,.

Se
— o & punto di accumulazione per D(f) (come certamente accade se vale la (a)) e si ha
limf(y) = A con A € R
Y=%
oppure
— o & punto isolato per D(f) (cfr. sez. 15.7) esiha  f(y,) = A con\eR
allora

lim (f(y(z)) = A.

T—Xg

Dimostrazione — Omettiamo la dimostrazione di questo teorema.
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1735 lim S'”Q(%) ~1
z—0 T
1736 | sin(sin(z)) 1
= z—0 sin(x) N
sin(+
17.3.7 I|rr(1) 9(32) =z
1738 lim sinsin(e)) _
|Esempio 17.3.9|
Sia y(z) =0 (funzione costante)
e sia
_J1 se y#0
f(y)'_{Q se y=20

In questo caso,
lim y(x) =0 e lim f(y) =1
z—0 y—0
ma foy e lafunzione costante uguale a 2, cosicché
lim (foy)(z)=2.

T—X

|Osservazione 17.3.10]

Nella situazione del teorema 17.3.4, se vy, ¢ D(f) allora per ogni = € D(foy) deve essere
y(x) # yo ; dunque vale la (a) e il teorema puo essere utilizzato per calcolare

lim (foy)(z).

In sostanza, il teorema 17.3.4 pu0 essere certamente utilizzato ogni volta che
(@) v ¢ D)

oppure
(#77)  yo € D(f) e fécontinuain y,.
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|Osservazione 17.3.11]

L’uso combinato dei teoremi 17.3.1 e 17.3.4 consente in molti casi il calcolo del

lim (f(m))g(x) .

I—T

Infatti si ha (f(x)>g<x> = q9(@)109.(f(x))  per ogni @ € RH\{1}; inoltre, poiché le

funzioni exp, e log, sono continue (teorema 16.1.7 e corollario 16.3.10), e certamente
verificata una delle due condizioni (), (i) dell’osservazione 17.3.10.

H 1
[Esempio 17.3.12 lim(z + 2)*SiN() =1

x—0

17.4 - Limiti notevoli (e altri limiti) che coinvolgono funzioni trigonometriche.

. 1—cos
1741 limA=Cos@) _ L
z—0 i 2
Dimostrazione — Si ha
. 1-cos(z) . 1—cos(x) 14cos(z) \ . 1—cos?(z) 1 _
!C'L% x2 - 1%( x2 " 1+cos(z) | — l'ﬂg x2 " 1+cos(x) | —

17.4.2 lim——= =

Dimostrazione — Si ha
sin(z) .
. tg(r) . Cos(a) _sin(x)
lim——= = lim——— =lim
z—0 T x—0 € z—0 COS(l‘)

. sin(x) 1
_lm r  cos(x)

I
—_
»—tl»i
I
—_

L
T
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. 1— 2
17.43 lim A=C%8Cz) _
z—0 €
Dimostrazione — Riconducendoci al limite 17.4.1, si ha
. 1-cos(2x) . 1—cos(2z) . 1-cos(y) . 1
L L e L

avendo posto y := 2z in applicazione del teorema del cambiamento di variabile (17.3.4).

1744 jim L9z —sin(r)

lim : = lim = lim =
x—0 x3 x—0 3 x—0 3
A 1—cos(z) .
i sin(x) | cos(z) | sin(x) | 1—cos(x) i 11
:1:I—>O x z—0 2 o z—0 x z—0 2 ' Il—% COS(I) 2
1+
17.45 I‘m} 1_i sin(x — 1) =2
Dimostrazione — Si ha
1 z+1 :
. e T T sin(z—1)
!I_)I’q =T sin(z —1) = !I_)I’q =i -sin(z — 1) —:!:qu (+1) — = =2

17.5 - Limiti infiniti.

Particolare interesse riveste lo studio dell’andamento della funzione quoziente %
quando limf(z) = F € R{0} e limg(z) = 0.
Nel caso, molto semplice ma esemplare, incui f(z) =1, g(z):= |z | e x,:=0,

e facile vedere che il quoziente é puo essere reso arbitrariamente grande scegliendo | x |

sufficientemente piccolo; per esprimere tale comportamento di % e opportuno ampliare il
concetto di “limite”.
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Sia f una funzione R — R, e sia =, un punto di accumulazione per D(f).

Si dice che il limite per x che tende a x, di f(x) & “piu infinito” e si scrive
limf(z) = + o0

T—XTo

(Ve e RT)(F6 € RY)(z € D(f) N (g — 6, zp+ Oz} = f(z)>e).

Si dice che il limite per = che tende a x, di f(x) € “meno infinito” e si scrive

limf(z) = — o0

T—To

(Ve e R")(F6 e RY)(x e D(f) N (g — b, o+ Oz} = f(z) < —e).

Si dice talvolta che il limite per = che tende a z, di f(x) € “infinito” e si scrive

limf(zx) = oo

T— T

(Ve e RN (36 e RT)(x € D(f) N (o — 6, o+ 6o} = |f(z)]| >¢)

ossia se lim | f(z) | = + 0.

[EEN
~
o1
[N

[N
~
o
N

=
-
o1
w

~

T—XTo

Noi tuttavia non useremo mai quest’ultima notazione.

fim = e

Jim = — o
IILm+ l0ge(z) = — 0 pera € (1, + o0)
len()1+ l0g,(7) = + o0 pera € (0, 1) (%)

29 si osservi che, per il teorema 10.4.3, log,(xz) = —logs(x).
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17.6 - Limite per z chetendea +oco0a — oco.

Sia f una funzione R — R, e sia x, un punto di accumulazione per D(f). La
conoscenza del limite per « che tende a x, di f(x) (se tale limite esiste) permette di descrivere
I’andamento di f in un intorno di x,. Se D(f) non & limitato superiormente (oppure non é
limitato inferiormente), e possibile estendere la definizione di limite in modo da poter talvolta
descrivere I’andamento di f quando x assume valori positivi (o, rispettivamente, negativi)
arbitrariamente grandi in valore assoluto.

Sia f: R — R una funzione tale che D(f) non é superiormente limitato.

Sia A € R. Si dice che X ¢ il limite di f per = che tende a “piu infinito” e si scrive
lim f(z) = A

Tr—+00
se per ogni ¢ € R* esiste § € R tale che
(xeDB)A(x>06) = |[flx)—A] <e
ossia (cfr. Corollario 15.2.2) tale che
reDf)N(b, +o00) = fl@)e(A—¢ A+e).

Si dice che il limite di f per x che tende a “piu infinito” & “piu infinito” e si scrive
lim f(z) = + 0

T—+00
se per ogni ¢ € R esiste 6 € R™ tale che
(xeDf)A(x>6) = flz)>e¢
ossia (cfr. Corollario 15.2.2) tale che
zreDf)N (6, +0) = f(z) € (e, + ).

Si dice che il limite di f per x che tende a “piu infinito” & “meno infinito” e si scrive

lim f(z) = — o0

z—+00
se per ogni ¢ € R esiste § € R™ tale che
(xeDf)A(z>0) = flo)< —¢
ossia (cfr. Corollario 15.2.2) tale che
reDf)N(, +o00) = f(z)e(—o0, —e).
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Sia f: R — R una funzione tale che D(f) non & inferiormente limitato.

Sia A € R. Si dice che X ¢ il limite di f per x che tende a “meno infinito” e si scrive
lim f(z) = A

se per ogni ¢ € R* esiste § € R™ tale che
(xeDf)AN(z< =8 = |[flz)—-A]| <e¢
ossia (cfr. Corollario 15.2.2) tale che
reDf)N(—o0, —6) = flx)e(A—¢, A+e).

Si dice che il limite di f per x che tende a “meno infinito” & “piu infinito” e si scrive
lim f(z) = + 0

se per ogni ¢ € R™ esiste 6 € R tale che
(xeDf)A(z< =0 = flz)>e
ossia (cfr. Corollario 15.2.2) tale che
reDf)N(—o0, —=8) = f(x) € (e, + ).

Si dice che il limite di f per  che tende a “meno infinito” & “meno infinito” e si scrive

lim f(z) = — 0

se per ogni ¢ € R* esiste 6 € R tale che
(reDf)A(z< =06 = flo)y< —¢
ossia (cfr. Corollario 15.2.2) tale che
zeDf)N(—o0, —6) = f(x)e(—o00, —¢).

17.6.1 lim 1 _ 0; lim 1 _ 0;
r—+o00 T r——00 L

17.6.2 |iT 2= 400 lim z2 = + o

17.6.3 lim 2% =400 lim 2% = — oo

T——+00 T——00
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Si e cosi visto che ¢ possibile assegnare significato all’espressione
lim f(z) =\

T—To
anche per zp= +00 (0 = —o0o) eo A= +oco0 (0 A= —oo). E talvolta
comodo ampliare il significato dei termini “intorno” e “punto di accumulazione” in modo da
poter estendere anche a questi casi la validita del teorema 17.1.8.

Sia 6 € R*. Diremo intorno di + oo individuato da é I’intervallo aperto (6, + co);
diremo intorno di — oo individuato da 6 I’intervallo aperto ( — co, — 6).

Sia A C R. Coerentemente con quanto posto in 15.6, diremo che + oo € un punto di
accumulazione per A se ad ogni intorno di + oo appartiene un elemento di A, ossia se A non
e superiormente limitato; diremo che — oo e un punto di accumulazione per A se ad ogni
intorno di — oo appartiene un elemento di A, ossia se A non & inferiormente limitato.

Lo studente e invitato a verificare che, con queste definizioni, il teorema 17.1.8 resta
validose = +o00 (0 zy= —o0) e/lo A= +00 (0 A= —o0).

17.7 - Operazioni in RR e limiti infiniti.

Si pud dimostrare abbastanza facilmente che i risultati espressi dai teoremi 17.3.1,
17.3.2 e 17.3.4 continuano a valere se z, indica, anziché un numero reale, uno dei simboli
+ 00, — oo. E inoltre possibile in molti casi determinare il limite per = che tende a x, (con
xo € RU{ — 00, + o0}) della somma, del prodotto, del quoziente o della potenza di due
funzioni anche se il limite di una di queste € + oo oppure — oco.

[Teorema 17.7.1]

Siano f, g funzioni R — R, e sia x, un punto di accumulazione per D(f) N D(g) (con
xo € RU{+ 00, —o0}). Allora

(1) se limf(z) = 4+ 0o edesiste un intorno di =, nel quale g é inferiormente limitata,

allora o
Jim (f+9)(z) = +oo;
in particolare:
se ILm flx) = +00 e ( ILm g(x) = + oo oppure /Ii_)m g(z) =X con X €R),
allora o o o
lim (f+g)(z) = + oo;

T—Xy
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(i) se limf(x) = — oo ed esiste un intorno di z, nel quale g é superiormente limitata,

allora
lim (f+9)(z) = — oo;

in particolare:
se limf(x)= —oco e ( limg(z)= —oc oppure limg(z) =X con X € R),

T—T T—XTy I—T

allora
lim (f+9)(z) = — o0;

T— Ty

(151) se limf(x) = +o0o ed esiste un intorno di x, nel quale g é inferiormente limitata
T—Tq

da un numero reale o > 0, allora
lim (fg)(z) = + oc;

in particolare:
se limf(z)= +o00 e ( limg(z)= 400 oppure limg(z) =X con e R"),

T— T T—T T— T
allora
lim (fg)(x) = + oc;

T— X

(iv) se limf(z) = 4+ 0o ed esiste un intorno di x, nel quale g & superiormente limitata
T—Tq

da un numero reale o < 0, allora
lim (fg)(z) = — oc;

in particolare:
se limf(z)= 400 e ( limg(x)= —oco oppure limg(z) =X con e R"),

T—Ty T—T T— T
allora
lim (fg)(z) = — oc;
T— X
(v) se limf(z) = —oo ed esiste un intorno di x, nel quale g é inferiormente limitata

da un numero reale o > 0, allora
lim (fg)(z) = — oc;
in particolare:
se limf(z)= —oo e ( limg(z)= 4+o00 oppure limg(z) =X con e R"),
allora
lim (fg)(z) = — oc;

T— X
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(vi) se limf(x) = —oco edesiste un intorno di x, nel quale g & superiormente limitata

T—XTo
da un numero reale o < 0, allora
lim (fg)(x) = + oo;

Tr—x)

in particolare:

se limf(z)= —oc e ( limg(z)= —oo oppure limg(z) =X con )\ e R"),
allora
lim (fg)(z) = + oc;
(vii) se  lim | g(z)| = + oo, allora Iim(%)(w) —0;
(viii) se limg(z) =0, ed esiste un intorno di x, nel quale g non assume mai valori

T—Xo

negativi, allora

(ix) se limg(z) =0, ed esiste un intorno di x, nel quale g non assume mai valori
T—Xy
positivi, allora
. 1
lim(=)(x) = —o0;
T—XT g

Dimostrazione — Omettiamo la dimostrazione di questo teorema. Si noti che (vii),

(viii) e (ix) possono essere utilizzati per affrontare i quozienti % grazie alla relazione
f 1
—=f. =
g g

Anche il teorema del cambiamento di variabile (17.3.4) puo essere esteso ai casi in cui
Zo, Yo, A appartengono a RU{ — oo, + co}. Si noti ancora una volta I’importanza delle
condizioni (a), (b), (¢) del teorema 17.3.4; vale sostanzialmente I’esempio 17.3.9:

lim | sgn(% -sin(x)) |  non esiste,

T—+00

ma lim ~+ -sin(z) =0 e lim|sgn(y) | =1.
T y—0

r—+00
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1
1772 lim(z + 2) ol _ | oo,
17.73 Nim loga(x) = + 0o pera € (1, + o0) (%)
17.74 im log,(x) = — o0 pera € (0,1) (3)

17.8 - L’insieme esteso dei numeri reali.

Alcuni dei risultati espressi dal teorema 17.7.1 possono essere facilmente ricordati
“estendendo” le operazioni di somma, prodotto, quoziente, elevamento a potenza (con base
positiva) all’insieme R U { — oo, + oo} (detto talvolta insieme dei numeri reali esteso). Se si
pone, ad esempio,

(+OO)+(+OO):: + 00 (_OO)+(—OO)Z:—00;
e, per a € R,
a+(+00) = +00; (+00)+a:=+00;
a+(—o00):= —o0; (—o0)+a=—oc0;

I’enunciato del punto (i) del teorema 17.3.1 resta valido, in base al teorema 17.7.1, per
F,G € RU{+ 00, —oco} purchénon sia

F=+4+o0 e G= —0o0
oppure F=—-—x e G = + oc.

Lo studente pu0, se crede, descrivere in una tabella le possibili estensioni a
R U { + oo, — oo} delle operazioni di somma, prodotto, quoziente, elevamento a potenza, in
modo da poter interpretare quanta piu parte possibile dell’enunciato del teorema 17.7.1 come
un’estensione del teorema 17.3.1: si tratta di un utile esercizio che puo avere applicazione
pratica nel calcolo dei limiti.

Resti per0 ben chiaro che + e - non saranno comunque operazioni in
R U { + oo, — 0o} nel senso che abbiamo definito in 7.1 (non essendo possibile, ad esempio,
definire in coerenza col teorema 17.3.1 la somma ( 4 oo) + ( — o) 0 il prodotto 0 - ( + 00),
come vedremo in 17.11); mentre sarebbe comunque riduttivo leggere il teorema 17.7.1 solo

come estensione del teorema 17.3.1: infatti, ad esempio,  lim (x + sin(ac)) e calcolabile
T——0Q

mediante il teorema 17.7.1 perché lim x = —oco e (sin(z) <1 Vz € R), manon esiste
Tr——00
lim sin(z).
Tr——00
30 i tenga presente 17.5.3 e si ricordi che Ioga(%) =log,(1) — logs(x) = — log,(x).

3lg;j tenga presente 17.5.4 e si ricordi ancora quanto osservato nella nota precedente.
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17.9 - Il numero e ed alcuni limiti notevoli ad esso collegati.

xr
Si dimostra che esiste il lim (1 + %)

r—+00

e che si tratta di un numero reale (irrazionale) compreso tra 2 e 3 (il cui valore approssimato €
2,718281828459. .. ). Tale numero si indica con e. Dunque

. 1\%
e := lim (1—1—;) .

T—+00

Vediamo in questa sezione alcuni limiti notevoli collegati a questo fatto.

1791 lim (1 n %)x —e.

T——00

Dimostrazione — Postoy := — z (dacuiz = — y), si ha

. z ] )
lim (1 + L) = lim (1 — l) )
T——00 x y—+oo Yy
D’altro lato, si ha

(1=3) "= 0(5) =) = () = (e )

. 1\ 7Y . 1 Y
d lim (1-+) "= dim (14 -47)
e dunque y_mo ” yJTOO + 5
Poniamo infine z :== y — 1 (dacuiy = z + 1). Allora
. 1 \Y 1\ 1V? 1) _
yHELnoo(1+ y_l) _zﬂfpoo(l—i_z) _ZHToo(l—i_Z) '(1—{—2)_6'
17.9.2
i . loge(14x)
Per ogni a € R*\{1}, lim =" = loga(e) = TR
Dimostrazione — Si ha
. logg(142) . 1y
i T = Jimloa((140) ) =
(ponendo y := l) = lim Ioga((l + l)y) =
T y——+00 Yy
(ponendo z == (1 + %)y) = lim log,(z) = logg(e).
. . logg(1 .
Analogamente, per 17.9.1 si trova che Ilrgw = log,(e) e dunque si

ha I’asserto per il teorema 17.2.4.
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17.9.3
Per ogni a € R* si ha Iing] axx_l = loge(a).

a*—1

Dimostrazione — Se a = 1, la funzione = e la funzione costante uguale a zero in
R\{0}, e I’asserto segue dalla definizione stessa di limite (cfr. 17.1).

Se a # 1,sipone y :=a® — 1 (dacui z = log,(1 + y)). Ricordando il limite 17.9.2, si

ha

im2 =1l _ Y _ 1 _
9IcILT(]) T LE“(]) l0ga(1+y) — i !Gel+y) = l0ge(a)

y—0 Yy

I limiti 17.9.2 e 17.9.3 suggeriscono la scelta di e quale base per la funzione logaritmo
definita in 10.4. L’utilita di tale scelta sara definitivamente chiarita piu avanti (18.2.13).

Le funzioni exp. e log. si dicono rispettivamente esponenziale (senza altro
specificare) e logaritmo naturale, e si indicano rispettivamente con exp e In.

Dai limiti 17.9.2 e 17.9.3 seque pera := e

. In(1 ) _
17.9.4 I|mM =1 lim<£=L — 1
x—0 X r—0 X
|[Esercizio 17.9.5]
Calcolare xEToo (—x 3 ) .

Soluzione — Siha

z+3 z+3 z+3
. T+3 . 2 1.
Conviene allora porre y := == (dacuiz =2y — 3, v+ 1 =2y — 2, = —); dunque
2 z+3 Y
TETOC ( r+3 ) N IHTOO (1 + r+3 ) N

) 2y—2 . y\ Y
lim (1+L) = lim <<1+l) ) = e?
y—+00 ) y—+00 Yy
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17.10 - Forme “non immediate”.

Siano f, g funzioni R — R, e sia x, un punto di accumulazione per D(f) N D(g) (con
xo € RU{ + 0o, —oo}) peril quale esistono

lim f(z) e limg(x).

T—T T—To
Se limf(z) = + o0 e limg(z) = — oo,
T—Ty T—To

i teoremi 17.3.1 e 17.7.1 non consentono di calcolare il
lim (f(z) + 9(z));

si dice che tale limite si presenta nella forma “non immediata” co — cc.

Parimenti, se limf(x) =0 e limg(x) =0,
T—Ty T—To
oppure limf(z) = + 00 e limg(z) = + oo,
i teoremi 17.3.1 e 17.7.1 non consentono di calcolare il
o fx) |
MM GGa)
si dice allora che tale limite si presenta nella forma “non immediata” % oppure,

rispettivamente, ==

Si individuano analogamente forme “non immediate” indicate con 0 - oo, 0°, 1%, oo,
Tutte queste situazioni possono essere spesso affrontate con successo utilizzando
sapientemente il teorema 17.3.4 e i “limiti notevoli” conosciuti (fra i quali segnaliamo: 17.1.4,
17.4.1, 17.4.2, la definizione di e, 17.9.2 e 17.9.3); tali mezzi non sono perd sempre
sufficienti: non consentono ad esempio di calcolare

. . In
limz - In(z) oppure lim () .
z—0 T—+00

Vedremo nel capitolo 20 teoremi molto utili per il calcolo di limiti che si presentano in
forme “non immediate”.

|Osservazione 17.10.1]

Siano f, g funzioni R — R e sia x, un punto di accumulazione per D(f) N D(g). Esista un
intorno | di x, tale che f(z) > 0 per x € I\{x,}, e sia

limf(z) =0, limg(z) = + oo.
: 0@ @ @) g i)
Allora lim (f(z))”  =lime = lime =0
perché limg(x) - In(f(z)) = — o0
. : 23.3.4) .
essendo limg(z) =400 e limIn (f(x))( 3.4) limin (y) = — oc.

Tr—x) T—T y—0
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17.11 - Esercizi sui limiti.

17.11.1 lim (z+sin(z)) = + o0 (sinoti che lim sin(z) non esiste)

T—+00 T—+00

17.11.2 Iin01+ (In(z) + Dir(z)) = — o0 (Dir e la funzione di Dirichlet, cfr. 15.1)

17113 T G
= z—0+ z
_ a+a’sin(:
17114 IILnle — &) _ L
17115 lim £E8 — — o
. 1
17.11.6 :I:ILT+W =0
. 1 B
- : T :
17.11.8 ler?f o1 = — 00 x“lﬁ o1 = T,
. . 1 T .
17.11.9 “|III] (sm (?)) =0 (cfr. osservazione 17.10.1).

[17.11.10 LIMITI DELLA FORMA “00 — o0”

lim (z+(1—-2)=1;

T—+00

lim 2z —2z)= +o00;

T—+00

lim (z+ (sin(x) —x)) non esiste ;

T——+00
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‘17.11.11 LIMITI DELLA FORMA ==

. 2z+1 . 24—
T——+00 -1 r—+00 1—L !
1 2
. 3’ —x+2 . 3=t
lim —5—— = lim —/——— =
r—400 2$+5 Z—r-00 %+ 02 + o,
r 5
1 1 5
3 i o e
r’—x+5H - . T 3 24 .
xX x
. -(sin 2 )
lim (z-(sin(z)+2)) non esiste ;
T—+00 T

117.11.12 LIMITI DELLA FORMA “0 - 0"
Ogni limite della forma “ 2= puo essere interpretato come un limite della forma “0 - co”.

17.11.13 LIMITI DELLA FORMA “%”

sin
lim (z) =1:
z—0 L
2
- X
:!J,IL% sin(z) 03
sin(z)
lim = o0 ;
x—0 $3 T
. xS n(%) )
I|rr(1) non esiste ;
€Tr—>

[17.11.14 LIMITI DELLA FORMA “1%”|
Esempi di limiti di questa forma sono stati presentati nella sezione 17.9.
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[17.11.15 ESERCIZI DI RIEPILOGO|

Si calcolino, qualora esistano, i seguenti limiti:

. In(1+sin(z?)
M —cos(a)

. In(2—2-sin(z))
:!,'LT(]) cos(z)—x

. 3-cos*(x)+cos(x)—4
Ilm 2x T )
2—0 e“T+1-2-e

. 2-sin(x)_2
Ilm 62 o\ 3
1—0 T2—Cc0S(x?)

lim Val4+4z42 —/ 22 —4x+2 _
=0 2243 —/—22+3

y (322 42)-In (1402l )
T (@=1)sin@)

; (20243) In(1+ 2L )
AT (w-2)cos(@)
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lim (2% —2%-cos(In(1+ %)))-

)
T——+00

lim (22 — 2% - cos(sin (%)));

Tr—-+00

. L x—sin(x)
xus—noo r (6 - 1) I’—FCOS(.CL’) ’

x—C0S(x)

i 1
lim z-In(1+ ;).m'

T—+00
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18.- DERIVATE

18.1 - Incremento. Rapporto incrementale.

Sia f:R — R una funzione.
Se a, b € D(f), il numero reale
f(b) — f(a)

si dice incremento della f (anche se & un numero negativo!) relativo all’intervallo [a, b].
Naturalmente, questo dato risulta piu significativo se viene rapportato all’ampiezza
dell’intervallo considerato.

Si dice rapporto incrementale della f (relativo all’intervallo [a, b]) il numero reale

f(b)—f(a)
b—a

|Osservazione 18.1.1|

Sia f:R — R una funzione, e siano a, b € D(f). Siano A = (a, f(a)) e B = (b, f(b)) i punti
del grafico di f aventi ascissa rispettivamente a e b. La retta per A e B (che talvolta viene detta
corda del grafico relativa all’intervallo [a, b]) ha equazione (teorema 13.3.1)

r—a y—Tf(a)
b—a — F(b)—f(a)

ossia

y="0T9D o)1)

e dunque ha per coefficiente angolare il rapporto incrementale di f relativo all’intervallo [a, b].

18.2 - Derivata in un punto.

Siaf:R — R una funzione, e sia z, un punto interno a D(f).

Per ogni numero reale h tale che x, + h € D(f) é definito il rapporto incrementale di f
relativo all’intervallo [z, z, + h|; esso € dunque una funzione di h, detta spesso rapporto
incrementale di f relativo a x,, il cui dominio (essendo per ipotesi x, interno a D(f)) € un
intorno forato di 0. Tale funzione presenta una singolarita per h := 0. Se tale singolarita é
eliminabile, la funzione f si dice derivabile in x,, e il numero reale

h—0

si dice derivata di fin x,.
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Dunque se z, € R e f e una funzione R — R si dice che f & derivabile in z, se:
— x, € un punto interno al dominio di f
e inoltre

~ esiste ed & finito il lim Mawth) o)

Si noti che

f(:l:o-l—h}z—f(aso) _ lim

T—x, 0

lim

h—0

La derivata di f in z, se esiste, si indica di solito con uno dei seguenti simboli:

£ (o) f Df|

ar .
dz |, 0

[Esempio 18.2.1]

Consideriamo un punto materiale che si muove lungo una traiettoria rettilinea partendo da un
certo punto P in un dato istante. Possiamo descrivere il moto del punto materiale esprimendo
la sua posizione (cioé la sua distanza da P, misurabile con un numero reale!) in funzione del
tempo trascorso dall’istante iniziale (32); si ottiene cosi una funzione s: R — R definita da

s(t) := distanza del punto materiale da P dopo il tempo t.

Sia t, un numero reale positivo. Allora

s(t) —s(t)
e I’incremento (relativo all’intervallo di tempo [t,, ¢]) della distanza del punto materiale da P,

cioé lo spazio percorso tra gli istanti ¢, e ¢. Rapportando questo numero all’ampiezza
dell’intervallo di tempo considerato si ottiene il rapporto incrementale della funzione s

s(t)—s(t)
t—t,

che in questo caso é detto velocita media relativa all’intervallo di tempo [t t]. Se
consideriamo intervalli di tempo di ampiezza diversa, la velocita media ad essi relativa cambia
in generale; ed é chiaro che tale velocita media descrive tanto meglio la “velocita all’istante
t,” quanto piu piccolo e I’intervallo considerato. Se esiste, ed e finito, il limite

lim s(t)—s(to)

t—t, t—to

si dice velocita istantanea in t,.

32 Supponiamo naturalmente fissate unita di misura per lo spazio e il tempo.
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[Esempio 18.2.2]
1

Siaf(x) = — - Mostriamo che per ogni z, € D(f) la funzione f é derivabile in x,, e che si ha
1
f’ = — =,
(o) 72
Dimostrazione — Si ha
11 zog—(zg+h)
I m f(x0+h)_f(x0) — ||m Tot+h Lo _ ||m (9500""]1())(%) —
h—0 h h—0 h h—0 h
= lim — — 1 _ _ 1 come si voleva.
h—0 (zo+h)(x0) x2

|[Esempio 18.2.3]

Sia f(z) :== X (con X\ € R, costante). Mostriamo che per ogni z, € R la funzione f & derivabile
in x,, e che si ha f’(zo) = 0.

Dimostrazione — Si ha infatti

flath)—flz) _ o A=A o = 0

lim
h—0

|Osservazione 18.2.4]

Per I’esempio 18.2.3, la derivata di una funzione costante € ovunque uguale a zero. Notiamo
esplicitamente che questo risultato non € invertibile: se la derivata di una funzione e ovunque
uguale a zero, la funzione in generale non é costante. Ad esempio, la restrizione di [z] (la
funzione “parte intera”, cfr. 15.1) a R\Z e derivabile in tutto il suo dominio e ha derivata
ovunque uguale a zero, ma non é certo costante!

Tuttavia, il risultato espresso dall’esempio 18.2.3 ¢ invertibile per le funzioni il cui dominio
sia un intervallo. Vale infatti il seguente teorema, del quale omettiamo la dimostrazione:

|Teorema 18.2.5]
Sia | un intervallo di numeri reali, e sia f wuna funzione R — R continuain 1| e
derivabile nell’internodi 1. Se f’(z,) =0 per ogni z, appartenente all’interno di 1, allora

f & costante in I.
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|[Esempio 18.2.6]

Sia f(z) := . Mostriamo che per ogni z, € R la funzione f & derivabile in z,, e che si ha

f’(l'o) = 1.
Dimostrazione — Si ha infatti
lim f($°+hg_f(f”“) — lim % — lim % — lim1 = 1.

[Esempio 18.2.7]
Sia f(z) := /. Mostriamo che f non & derivabile in 0. Si ha in effetti

. f(0+h)—f . Ih=3 3 ) -
|Imw: Im@: Im%: lim 3%: I|m3%=+oo.
h—0 h—0 h—0 h—0 h—0

Sia f una funzione R — R, e sia =, un punto di accumulazione per D(f). Se

f(:z:o+hlz—f(:c0) — i oppure lim f(xo+h}2—f(xo) -

lim

h—0

si dice talvolta che f ha derivata infinita in x,.

|Esempio 18.2.8|

Siaf(xz) .= | = | . Mostriamo che f non e derivabile in 0. Si ha in effetti

. f(0+h)—f(0 . 0+h|—|0 . — .
h—0+t h—0+t h—0*t h—0+t
mentre
. f(0+h)—f . h|— . —h— .
lim w — lim w — lim };L = |im —-1= -1
h—0~ h—0~ h—0~ h—0~
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Sia f una funzione R — R, e sia z, un punto di accumulazione per D(f). Se esistono,
i limiti

h—0- h

lim
h—0*t

si dicono, rispettivamente, derivata destra e derivata sinistra della f in x,.

|Osservazione 18.2.9|

Sia f una funzione R — R, e sia x, un punto interno a D(f). Per il teorema 17.2.4, f &
derivabile in x, se e solo se esistono, sono finite e sono uguali fra loro le derivate destra e
sinistra di f in x,.

[Esercizio 18.2.10]
Stabilire se la funzione = - | x| @ derivabile in tutto il suo dominio.

|Esempio 18.2.11]

Sian € Z*, e sia f(x) := 2. Mostriamo che per ogni z, € R la funzione f & derivabile in z,
e che si ha
f'(zy) = nap1.

Dimostrazione — Si ha infatti
(xo+h)"—axn na?~1h+hy

. f(xg—‘rh)—f(xo) . . . .
jm h = fme = I =

(dove ¥ tende a (', ) z5~2 quando h tende a zero)

= }Iim (nzp=t 4+ h) = nap~L.
1—0

|Esempio 18.2.12)]

Sia a € R, e sia f(z) := z*. Si puo dimostrare che per ogni z, € R la funzione f & derivabile
in x, e che si ha f'(zy) = axg!.
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|Esempio 18.2.13]

Sia a € RT\{1}, e sia f(z) := log,(z). Mostriamo che per ogni x, € R la funzione f &
derivabile in z,, e che si ha

7 (20) = % -loga (e).

In particolare, la derivata in z, della funzione In(x) & mi

0

Dimostrazione — Si ha

xo+h
(ot h)—F(wo)  loga(zs+h)—10ga (o) _ loga ()
lim h = |im 5 = |im — 7 =
h—0 h—0 h—0
~ logg(14+2-) - logg(1+-2)
= lim ———= = lim ——— =
h—0 h—0 I—OCUO
Ioga(1+TL) lo 1
= Lgim el o L i %) L g (o
0 h—0 - 0 y—0 Yy Lo

h

avendo posto y := - © ricordando il limite notevole 17.9.2.
0

|Esempio 18.2.14|

Sia a € RT, e sia f(x) := a®. Mostriamo che per ogni =, € R la funzione f & derivabile in x,,
e che si ha
f’(x0) = a™ - In(a).

In particolare, la derivata in x, della funzione e* & e,
Dimostrazione — Si ha

. f(flj(]‘l‘h)_f(x(]) . aI0+h_aI0 . a'rﬂalh_axo
h—0 h—0 h—0

. a™(a"—1 . h_

fim G = o fim S5 = o

ricordando il limite notevole 17.9.3.
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|Esempio 18.2.15]

Sia f(z) := sin(z). Mostriamo che per ogni =, € R la funzione f & derivabile in x,, e che si ha

f’(zy) = cos(xy).
Dimostrazione — Si ha

lim sin(aco+hf2—sin(xo) ~ lim sin(xg)cos(h)+cos}§xg)sin(h)—sin(xn)
h—0 h—0

h

_ }IL'L% (sin(xo)cos(hh)—sin(:cn) n cos(xg)sin(h)>

lim sin(x,)cos(h)—sin(z,)

. cos(x,)sin(h)
lim —————— =
h—0 h + h—0 h
. . cos(h)—1 . sin(h)
= sin(x) - }IIILTE) — T cos(xo) - ;','L% 7
o . 1—cos(h) . sin(h)
= sin(x) - fILI_rQ) (— h - 3z ) + cos(z) - }|]I_F)T(l) A

sin(zy) - 0 4 cos(x,) - 1 = cos(z)

ricordando i limiti notevoli 17.4.1 e 17.1.4.

|Esempio 18.2.16|

Sia f(z) := cos(x). Mostriamo che per ogni z, € R la funzione f & derivabile in x,, e che si ha

f’(on) — Sin(.’lf()).
Dimostrazione — Si ha
. €0S(xy+h)—cos(z,) . €0S(xy)cos(h)—sin(x,)sin(h)—cos(x,)
lim = |lim
h—0 h h—0 h

. cos(z,)cos(h)—cos(z,) sin(z,)sin(h)
an ( z Tk )

_ im cos(x,)cos(h)—cos(x,)
h—0 h

lim sm(m%sm(h) _
h—0
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. h)—1 . . in(h
= cos(r) - im S singan) - fim AL =

= €0S(zy) - 0 —sin(zy) - 1 = — sin(z)

ricordando i limiti notevoli 17.4.1e 17.1.4.

18.3 - Significato geometrico della derivata. Tangente al grafico in un punto.

Sia f una funzione R — R, e sia z, un punto interno a D(f). Sia poi h € R\{0} tale che
xo + h € D(f), e consideriamo i due punti Py, = (z, f(z0)), P = (2 + h, f(xo + h)) del
grafico di f. Si & osservato in 18.1.1 che la retta per P, e P ha per coefficiente angolare il
rapporto incrementale di f relativo all’intervallo [z, o + h].

Se esiste il limite per h che tende a O del rapporto incrementale di f relativo
all’intervallo [x,, z, + h] (cioé, se esiste la derivata di f in x,), si definisce la tangente in P, al
grafico di f. Precisamente:

— se f é derivabile in z,, si dice tangente in P, al grafico di f la retta passante per P, di
coefficiente angolare f’(x,); tale retta, come sappiamo (cfr. ), ha equazione

y =T (zo)(x — o) + f(xy).

— se f ha derivata infinita in z,, si dice tangente in P, al grafico di f la retta passante per P,
parallela all’asse delle ordinate; tale retta, come sappiamo, ha equazione

r = Xy.

|Esempio 18.3.1]

Sia f(z) := 22, e sia xz :== 1.
Poiché (cfr. esempio 18.2.11) f’(z,) = 2x, = 2, la retta tangente in P, = (1, 1) al grafico di f

e la retta di equazione y=2x—-1)+1

ossia y=2x—1.

Si noti che tale retta ha il solo punto P, in comune col grafico di f. Anche la retta di equazione
r=1

ha il solo punto P, in comune col grafico di f; tuttavia quest’ultima retta, secondo la nostra
definizione, non e da considerarsi tangente al grafico di f.
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[Esempio 18.3.2]

Sia f(x) = sin(x), e sia x, := 0.
Poiché (18.2.15) f’(x,) = cos(x,) = 1, la retta tangente in P, = (0, 0) al grafico di f & la retta
di equazione Yy = .

|Esempio 18.3.3|

Sia f(x) = cos(x), e sia z, := 0.

Poiché (18.2.16) f’(x,) = — sin(zy) = 0, la retta tangente in P, = (0, 1) al grafico di f & la
retta di equazione y=1.

Si noti che tale retta ha infiniti punti in comune col grafico di f.

[Esempio 18.3.4|

Siaf(x) = ﬁ, e siax, := 0.
Come si e visto in 18.2.7, f in z, ha derivata infinita. Dunque la retta tangente in P, = (0, 0) al
grafico di f & I’asse delle ordinate.

Sia f una funzione R — R, e sia =, un punto interno a D(f). Se esiste la derivata
sinistradi f in x,, si definisce la tangente a sinistra in P, al grafico di f. Precisamente:

— se la derivata sinistra di f in x, € un numero d, si dice tangente a sinistra in P, al grafico
di f la retta passante per P, di coefficiente angolare d, di equazione y = d(x — xo) + f(x).

— se la derivata sinistra di f in 2, € +00 oppure — oo, si dice tangente a sinistra in P, al
grafico di f la retta passante per P, parallela all’asse delle ordinate, di equazione x = x,.

Se esiste la derivatadestradi f in x,, si definisce in modo del tutto analogo la tangente
a destra in P, al grafico di f.

Sia f una funzione R — R. | punti interni al dominio di f possono essere classificati
con pittoreschi nomi considerando in essi le eventuali derivate destra e sinistra di f.

Sia x, un punto interno al dominio di f. Se in x, esistono e sono diverse le derivate
sinistra e destra di f, si dice che f presenta in x, un punto angoloso (o, con linguaggio piu
antico, un punto angolare), distinguendo ulteriormente tra: punto cuspidale, se la derivata
sinistra di f in z; & 400 e la derivata destra di fin 2, € — oo, 0 viceversa (e in tal caso il punto
Py = (o, f(x,)) del grafico di f si dice una cuspide); e punto angoloso proprio se le due
derivate sinistra e destra di f in 2, non sono entrambe infinite.
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|[Esempio 18.3.5]

La funzione f(x) := z%+z — |z| presenta in 0 un punto angoloso proprio.

|[Esempio 18.3.6]

La funzione f(z) :=*v/22 presenta in 0 un punto cuspidale. Cid si pud esprimere con
parole diverse ma equivalenti dicendo che: I’origine & una cuspide per il grafico di f.

|Osservazione 18.3.7]

Sia f una funzione R — R, e sia Py = (z0, f(z,)) una cuspide per il grafico di f. In base alle
definizioni che abbiamo dato, la retta r di equazione = = x, € tangente in P, al grafico di f sia
a sinistra che a destra; tale retta si puo dunque considerare tangente tout court in P, al grafico
di f. Si noti che esistono un intorno sinistro e un intorno destro di x, tali che i corrispondenti
archi del grafico di f giacciono in semipiani opposti rispetto a r: cio si esprime dicendo che la
tangente in P, attraversa il grafico di f. Vedremo una situazione analoga nell’osservazione
21.4.3.

18.4 - Continuita e derivabilita.
[Teorema 18.4.1]

Sia f una funzione R — R, e sia z, un punto interno a D(f). Se f & derivabile in z,, allora f e
continua in .

Dimostrazione — Per I’osservazione 17.1.1, si tratta di provare che
limf(z) = f(x).

In effetti, si ha f(x) = w(az — x9) + f(z0)
.y . f(x)—f(z) . \ , .
e dunque, poiché lim . esiste ed & un numero f’(z,) € R, si trova che

limf(z) = lim (%(9@ — o) + f(mo)) — (o) - 0+ F(a) = f(a0)

T—X IT—X

come si voleva.
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[Esempio 18.4.2]

: 1+ sez>0
Sla fe) = N3 sex <0

La funzione f non é continua in z, := 0; il limite del rapporto incrementale esiste ed € uguale a
-+ 00.

|Esempio 18.4.3|
2
Sia f(z) = {”3 e v€Q

0 se z¢Q

La funzione f e derivabile solo in z, := 0, ed e continua solo in z, := 0.

18.5 - Funzione derivata. Derivazione.

Sia f una funzione R — R.

La funzione R — R che ad ogni numero reale x in cui f & derivabile associa la derivata
di fin z si dice funzione derivata della f (o0 anche, semplicemente, derivata della f) e si indica
con f’. La (funzione) derivata di f porta dunque x in f’(x), coerentemente con la notazione
stabilita in 18.2.

Il dominio di f” & il sottoinsieme di D(f) formato dai punti in cui f & derivabile. Se
I C D(f’), si dice che f é derivabile in I; se D(f’) = D(f), si dice che f e derivabile.

In 18.2 abbiamo visto che:
— la derivata di una funzione costante e la funzione costante uguale a zero;
— la derivata della funzione =" & la funzione nz"!;
— la derivata della funzione sin(z) é la funzione cos(x);

— la derivata della funzione cos(z) € la funzione — sin(z);

la derivata della funzione e* € la funzione e* stessa;
— la derivata della funzione In(z) € la restrizione a R"della funzione 1 ;

ecc., ecc.. Lo studente é invitato a costruirsi una “tabella” con le derivate delle funzioni
elementari (cfr. 15.1). Altre informazioni in questo senso saranno ricavabili dalla sezione 18.8.
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| teoremi delle sezioni 18.6, 18.7 e 18.8, assieme alle informazioni raccolte in tale
“tabella”, consentiranno di ottenere la derivata di ogni funzione che avremo occasione di
considerare.

La funzione R® — R® che a ogni funzione R — R associa la sua derivata si dice
derivazione.

Sia f una funzione R — R. La funzione derivata della funzione derivata di f si dice
derivata seconda di f e si indica col simbolo f” (oppure f'). Pil in generale, se n € N si pone
f(z) == (F" ) ().

La f"(x) si dice derivata n-sima (o anche derivata di ordine n) di f. Se | ¢ D(f™), si dice
che f & derivabile n volte in I; se I ¢ D(f™) per ogni n € N, si dice che f & derivabile infinite
volte in I.

Sia I C R. L’insieme delle funzioni derivabili in I si indica con ©(1). L’insieme delle
funzioni derivabili n volte in I con derivata n-sima continua si indica con C (1) (si noti che,
per il teorema 18.4.1, anche le derivate ¢-sime di tali funzioni sono continue per ogni i < n).
L’insieme delle funzioni derivabili infinite volte in 1 (con derivate necessariamente tutte
continue in | per il teorema 18.4.1) si indica con C™(1).

Se | = {x}, si scrive rispettivamente ®(z,), C"(z,) e C™(x,) anziché D({z,}),
C"({xo}) e C™({x0}); se | = (a, b), si scrive D(a, b) anziché D((a, b)).

18.6 - Compatibilita tra derivazione e operazioni tra funzioni.
[Teorema 18.6.1]
Siaz, € R; siano f, g € D(x,), esia A € R. Alloraf+ g, Af € ©(x,) e si ha che
(F+9)" (@) = £7(0) + 97 (0)
(M)’ (z0) = X - F7 ().

Dimostrazione — Omettiamo la dimostrazione di questo teorema.

[Corollario 18.6.2]
Sial C R;sianof, g € ©(1),esia A € R. Alloraf+ g, Af € ©(I) e si ha che
(f+g)=f"4+9g" e Ay =X-f".
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[Teorema 18.6.3]
Siaz, € Resiano f, g € ©(z,). Allora fg € ©(x,) e si ha
(fg)’(wo) = 7 (20)9(w0) + f(20)g(20)-

Inoltre, se g(z,) # 0 & anche % € ®(x,) esiha

£ E(e)g(m)—f@)g (n)
(g ) () = (@) '

Dimostrazione — Omettiamo la dimostrazione di questo teorema.

[Corollario 18.6.4]

Sia I C R. ©(I) & un sottoanello di F (1), ma la derivazione non & un omomorfismo fra anelli
(cfr.8.5)diD(l)in F(1). Sef, g € D(I) si ha

(fg) =f'g+fg’
e (purché sia g(z) # 0 perogni z € 1)
f\,_ fg-fg’

|[Esercizio 18.6.5]

Verificare, applicando le regole di derivazione per somma, prodotto e quoziente di funzioni,
che:

—se f(z)=2"-32"+7x—2 siha f'(z) =52t — 1223 + 7
—se f(x)=22"+522-3 siha f’(z) = 823 + 10z

—se f(z) :=sin(z) +cos(x) +tg(x) siha f’(x) = cos(x) — sin(z) + tg*(z) + 1

—se M) =to(e) + g Siha )= — Sinf(‘f)(fo@ =
—se  f(z):=2% —logy(z) siha f'(x) = 2% In(2) — x-|3(3>
—se f(x) :=asin(x) + cos(z) siha f’(z) = xcos(x)

—se f(x) :=sin(z)cos(z) siha f’(z) = cos(2z)

—se f(z) :=sin*(z) siha f’(z) = sin(2z)

—se f(z):==zIn(x) siha f’'(x) =1+ In(z)
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—se f(x):=e%sin(z) siha

—se f(z):=evcos(xz) siha

—se f(x):=2%2% siha

2
“se f(z) = L=+ siha

—se f(x) =

—se f(x):= % si ha

—se f(x):=

—se f(z):= 5 siha

—se f(z) =

18.7 - Derivata di funzione composta.

[Teorema 18.7.1]

f’(x) = e?(sin(z) + cos(x))
f’(z) = e’ (cos(x) — sin(z))

f’(z) = 22%(zIn(2) 4 2)

(@) = 24y
£(0) = Tt
P'(2) = 5
') = oot

Fr(a) = S22

Siaz, € R, siaf € D(z) esiag € D(f(z)). Allorago f € D(x,), e si ha
(@of) (o) = 9" (f(x0)) - (F*(20))-

Dimostrazione — Omettiamo la dimostrazione di questo teorema.

|[Esercizio 18.7.2]

Dimostrare che:
—se f(z):=+v2>—-1 siha

—se f(x):=sin(cos(z)) siha
—se f(z):=sin'(x) siha

—se f(z):=(z* —22*)** siha

)= 7o
f’(z) = — sin(x)cos(cos(z))

f’(x) = 4sin®(x)cos(x)

f'(z) = 23(z* — 22°) 2 (423 — 62?)

- vers. 2.22 - Pagina 190
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—se f(z):=1In iz:zég i ha f'(z) = cosl(x)
—se f(z)=/1+ ¢z siha f(z) = 1 -
9 i’/ (14 /7)
—se f(z):=a" siha f'(z) = 2z"(1+ In(x))
—se f(z) =2 siha f'(x) = 2 (2%(In%(z) + In(z)) + 2°1)
—se f(z):=e) siha f'(x) = el

|[Esercizio 18.7.3]

Perché é shagliato affermare che la derivata della funzione In(sin(z)) é la funzione tg%x) ?

|Esercizio 18.7.4]
Per ciascuna delle seguenti funzioni f,, f,, f;, si determini la funzione derivata:
— fi(z) == In(cos(x));
— fy(z) = In(tg(x));
— f3(x) == In(In(x)).

18.8 - Derivata della funzione inversa.
[Teorema 18.8.1]

Sia =z, € R, e sia f:R — R una funzione invertibile e derivabile in un intorno di z,. Se
f’(z0) # 0, la funzione inversa f ~* & derivabile in f(z,), e si ha

(F7) (f(20)) = T (z0) -

Dimostrazione — Omettiamo la dimostrazione di questo teorema.
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|Esempio 18.8.2]

Ritroviamo applicando il teorema 18.8.1 il risultato gia visto in 18.2.14 che esprime la
derivata della funzione esponenziale e”.

Posto f(x) := In(x), sihaf1(y) = ev.
Per 18.2.13 e 18.8.1, se z, € R si ha (posto y, := f(x,) = In(x,), da cui z, = e¥)

(F) () = T (z,)

ossia
d(eY
Ejy) - % =z =e"
Yo Ty

come si attendeva.

|Esempio 18.8.3|

Applicando il teorema 18.8.1, calcoliamo la derivata delle funzioni circolari inverse.

Seyoe[—1, +1]siha

d(arcsin(y)) B 1 . 1 _ 1
dy g SEme) [ cos(@) T /I-sin?(@) /1y
v T
d(arccos(y)) _ _ 1 _ —1 __ —1
dy ” d(csz(m)) —sin(xz) v/ 1—cos2(z,) V1-y2
Zo
Per ogni 1, € R si ha poi
d(arctg(y)) B 1 _ 1 1
dy T odge) [T 1+t (w) T 1+yd

Yo dx
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19.- ESTREMI LOCALI
E TEOREMI CONNESSI

19.1 - Monotonia.

Sia f una funzione R — R, e sia A C D(f). Si dice che f e

(strettamente) crescente in A se (x <y) = (flx) < f(y)) V,y €A,
(strettamente) decrescente in A se (x <y) = (flx) > f(y)) V,y €A,
non decrescente in A se (x <y) = (flx) <f(y)) Vr,y €A,
non crescente in A se (x <y) = (flx) > f(y)) Vz,y € A

Si dice che f € monotona in A se & non crescente in A oppure non decrescente in A; si
dice che f e strettamente monotona in A se é (strettamente) crescente in A oppure
(strettamente) decrescente in A.

[Teorema 19.1.1]

Sia f una funzione R — R, e sia A C D(f). Se f & strettamente monotona in A, f|, & iniettiva
(e quindi invertibile).

Dimostrazione — Dobbiamo provare che
r #a” = f(x’) #f(z”) Vo', " € A
Supponiamo ad esempio che f sia crescente in A. Se x’ = x” sara x” < x” oppure x’ > x”;

nel primo caso si trova che f(z’) < f(z”), nel secondo caso che f(z’) > f(z”) e quindi
comunque che f(z”) # f(z”).

|Esempio 19.1.2|

Sia f la funzione R — R definita ponendo

T se x € razionale
f(x) = L
—x Sex éirrazionale

La funzione f & iniettiva (e quindi invertibile), ma non & monotona in alcun intervallo di
numeri reali.
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19.2 - Estremi locali.

Sia f una funzione R — R, e sia z, € D(f).

Si dice che z, € un punto di massimo locale (oppure di massimo relativo) per f se
esiste un intorno | di x, tale che f(z) < f(x,) per ogni € I N D(f) (ossia tale che x, & un
punto di massimo per la restrizione di f a I). Se esiste un intorno forato I, di z, tale che
f(x) < f(x) per ogni = € I, N D(f), si dice che z, & un punto di massimo locale proprio
(oppure di massimo relativo proprio) per f .

Si dice che z; € un punto di minimo locale (oppure di minimo relativo) per f se esiste
un intorno | di x, tale che f(z) > f(x,) per ogni z € | N D(f) (ossia tale che x, & un punto di
minimo per la restrizione di f a I). Se esiste un intorno forato |, di z, tale che f(x) > f(x,) per
ogni = € l,ND(f), si dice che x, & un punto di minimo locale proprio (oppure di minimo
relativo proprio) per f .

Si dice infine che z, € un punto estremante [proprio], oppure un punto di estremo
locale [proprio] se & un punto di minimo locale [proprio] oppure di massimo locale [proprio].

|Osservazione 19.2.1]

Sia f:R — R una funzione, e sia =, € D(f). Si noti che, in base alla definizione, se z, & un
punto isolato per D(f) (cfr. sez. 15.7) allora x, € un punto di estremo locale per f (in effetti, &
punto di massimo locale e anche punto di minimo locale per f). Di conseguenza, la nozione di
“punto estremante” ha interesse solo per i punti che sono di accumulazione per D(f).

|Osservazione 19.2.2]

I punti di massimo e minimo per f definiti in 15.5, se esistono, sono punti estremanti per f.
Tuttavia f puo avere punti di massimo (o di minimo) locale senza avere punti di massimo (o
punti di minimo) (si consideri ad esempio f(z) := 2* — 32?).
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[Teorema 19.2.3]

Sia (a, b) un intervallo aperto di numeri reali, sia 2, € (a, b) e siaf € C”(x).

Se f & non decrescente in (a, z,) € non crescente in (x, b), allora x, & un punto di massimo
locale per f; se f & non crescente in (a, z,) e non decrescente in (z,, b), allora z, € un punto di
minimo locale per f.

Dimostrazione — Sia f non decrescente in (a, x,) € non crescente in (xz,, b); proviamo
che x, € un punto di massimo per la restrizione di f all’intervallo (a, b), ossia che

f(x) < f(x) Vz € (a,b) ND(f).

Ne seguira, per definizione, che x, € un punto di massimo locale per f. In modo del tutto
analogo si prova la seconda parte dell’asserto.

Procediamo per assurdo. Se non vale la [%], esiste = € (a, b) N D(f) tale che f(Z) > f(x,).
Consideriamo la funzione

g(z) = f(z) — (7).
Dall’ipotesi che f sia continua in xz, segue subito che anche g € continua in xz,; poiché

g(x) < 0, per il teorema della permanenza del segno (16.2.3) esiste un intorno I di z, in cui g
assume solo valori negativi.

Sara 7 < x, oppure x, < Z. Nel primo caso, scegliamo un x, in (Z, z,) N 1 N D(f) (33); si ha
g(x1) < 0, ossia f(x,) < (), e cio é assurdo perché a <= < z; < z, e f & per ipotesi non
decrescente in (a, x,). Nel secondo caso, scegliamo un z, in (z,, Z) N 1N D(f) (34); si ha
g(z2) < 0, ossia f(z,) < f(z), e cio e assurdo perché z, < z, < T < b e f e per ipotesi non
crescente in (o, b). In ogni caso si & dunque raggiunto un assurdo; cio prova che deve valere

la [%].

|Esempio 19.2.4|

La funzione f: R — R definita ponendo
x+1 sex <0
f(x) =<0 sex =0
—z—1 sex >0
e crescente in ( — oo, 0) e decrescente in (0, + co), ma 0 non é punto estremante per f. Si noti
che f presenta in 0 una singolarita non eliminabile.

33 possiamo supporre (T, zy) N 1 N'D(F) # O: infatti, in caso contrario (Z, z,) N | sarebbe un intorno
sinistro di z, al quale non appartengono punti del dominio di f; posto (a, x,) := (T, ;) N |, si potrebbe allora
sostituire @ ad a nella dimostrazione ed escludere la possibilita che siaz < x,.

34 possiamo supporre (x0, T) N IND(F) # 0; infatti, in caso contrario (x,, ) N | sarebbe un intorno

destro di z, al quale non appartengono punti del dominio di f; posto (z, b) := (o, T) N1, si potrebbe allora
sostituire b a b nella dimostrazione ed escludere la possibilita che sia z, < Z.
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|Teorema 19.2.5 (Fermat)|

Sia f una funzione R — R, e sia x, un punto interno al dominio di f.
Se f & derivabile in xz, e z, & un punto di estremo locale per f, si ha f’(x,) = 0.

Dimostrazione — Proviamo che se f’(x,) # 0 allora x, non & un punto di estremo
locale. Sia, per fissare le idee, f’(x,) > 0. Consideriamo la funzione g definita in D(f)\{xz,}
ponendo

f(x)—f(x
MEMKCET

Per definizione di derivata, &
limg(x) =f’(z) > 0.

Dunque, per il teorema 17.1.9, in un opportuno intorno forato di =, € g(x) > 0, ossia
f(a) —f(a)

T—XTy

> 0.

Ma cio significa che f(z) > f(z) se x > x,, e f(z) < f(zy) se x < x,. Ne segue che x, non
puo essere né un punto di minimo locale né un punto di massimo locale.

Il teorema 19.2.5 afferma che f’(x,) = 0 & condizione necessaria affinché x, sia un
punto di estremo locale per f. Notiamo esplicitamente che tale condizione non é pero
sufficiente: ad esempio, la funzione f(x) := 2® non ha punti estremanti (& infatti crescente in
R), ma per essa si ha f’(0) = 0. Di fatto, la condizione f’(x,) = 0 & compatibile con ogni tipo
di comportamento della f. Ad esempio:

— siaf(x) == 22 ; per z, := 0, si ha f’(x,) = 0 e x, per f & un punto di minimo locale;

— siaf(z) := — 22 ; perz, == 0, si haf’(z,) = 0 e x, per f & un punto di massimo locale;
— siaf(z) := 2% ; per z, == 0, si haf’(z,) = 0 e f & crescente in R;

— siaf(z) := — a3 ;perz,:=0,sihaf’(z,) = 0efeédecrescente in R;

— sia f(z) := a?sin(1) per = # 0, f(0) := 0; per z, := 0, si ha f’(z,) = 0 ma z, per f non
€ un punto estremante e f non € monotona in nessun intorno di x,.

In sostanza, il teorema 19.2.5 ci dice che gli eventuali punti estremanti vanno cercati
fra i punti che rientrano in una delle seguenti tre categorie:

— i punti che appartengono al dominio di f ma non sono interni al dominio di f (ad esempio,
gli estremi degli intervalli chiusi che eventualmente formano il dominio di f);

— i punti interni al dominio di f in cui f non e derivabile;

— i punti interni al dominio di f in cui f € derivabile e la derivata di f & zero.
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19.3 - Ricerca dei punti estremanti.

[Teorema 19.3.1]

Sia f una funzione R — R, sia [a, b] C D(f) e f sia continua in [a, b] e derivabile in (a, b).
Allora:

— sef’(z) < 0perogniz € (a,b), fénon crescente in [a, b];
— sef’(z) < 0 perogniz € (a,b), fédecrescente in [a, b];

— sef’(z) > 0 perogni z € (a, b), f & non decrescente in [a, b];
— sef’(z) > 0 perogni z € (a, b), f & crescente in [a, b].

Dimostrazione — Omettiamo la dimostrazione di questo teorema.

|Esempio 19.3.2|

Sia f(z) := a2, cosicché f’(x,) = 2z, per ogni z, € R. Si deduce dal teorema 19.3.1 che f &
decrescente in ( — oo, 0) e crescente in (0, 4+ oco); ne segue fra I’altro che 0 & un punto di
minimo per f.

|[Esercizio 19.3.3]

Sia f(z) := ax® + bx + ¢ con a, b, c numeri reali. Stabilire, in dipendenza di a, b, ¢, in quali
intervalli f e crescente e in quali € decrescente; determinare, sempre in dipendenza di a, b, c,
gli eventuali punti estremanti di f. Tenendo conto anche di quanto visto in 18.4, disegnare il
grafico di f per

a=m b= -1, ¢c:=0;
a=—2,b=0, c:=1;
a=0b=2 ¢c:= —1;
a=—1,b:=2, ¢c:=0.
Esercizi

Dire in quali intervalli risultano crescenti e in quali intervalli risultano decrescenti le seguenti
funzioniR — R:

19.3.4] wz(x* +1); 19.3.5] z%;
19.3.6] z" (al variare di n € N); 19.37] /z + \/1;
19.38] z%(z —2); 1939 7
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|Osservazione 19.3.10]

Sia fe€ C®(a,b), e sia z; € (a,b) tale che f’(z;) =0. Abbiamo osservato dopo la
dimostrazione del teorema di Fermat (19.2.5) che senza altre informazioni non possiamo
stabilire se x, € un punto estremante né (nel caso che lo sia) se € un punto di massimo o di
minimo.

In base al teorema 19.2.3 si ha pero che:

— se f € non decrescente in un intorno sinistro di z, € non crescente in un intorno destro di
T, To € un punto di massimo locale per f;

— se f € non crescente in un intorno sinistro di =, € non decrescente in un intorno destro di
Ty, To € un punto di minimo locale per f.

Per il teorema 19.3.1 si puo allora affermare che:

— seladerivatadi f € >0 inunintorno sinistrodi z, e < 0 in un intorno destro di z,,
xo € un punto di massimo locale per f;

— seladerivatadi f € <0 inunintorno sinistro di z, € > 0 in un intorno destro di z,,
xo € un punto di minimo locale per f.

D’altro lato, informazioni sul comportamento della funzione derivata f’ possono essere
ricavate studiando la derivata di f’, cioé la “derivata seconda” f di f. Infatti:

— se f”(xy) < 0, allora f” & negativa in un intorno di z, (per il teorema di permanenza del
segno, 16.2.3, essendo per ipotesi f” continua in (a, b)) e quindi f’ & decrescente in tale
intorno (per il teorema 19.3.1); dunque (essendo per ipotesi f’(z,) = 0) f’ & positiva in un
intorno sinistro di z, e negativa in un intorno destro di x,, e quindi x, € un punto di massimo
locale;

— se f”(xy) > 0, allora f” e positiva in un intorno di z, e quindi f’ & crescente in tale
intorno; dunque f’ e negativa in un intorno sinistro di z, e positiva in un intorno destro di x,, e
quindi z, & un punto di minimo locale;

— se f”(x,) =0, si possono ottenere informazioni utili esaminando f®)(x,). Sia ad
esempio f®)(x)) > 0: allora f 3 & positiva in un intorno di x,; ne segue che f” & crescente in
tale intorno, quindi negativa a sinistra di x, e positiva a destra di x,; dunque f’ € decrescente
in un intorno sinistro di x, e crescente in un intorno destro di x,, cioé é positiva in un intorno
di z; allora f & crescente in tale intorno, quindi x, non € un punto estremante. Analogamente
si vede che, se f(3)(x0) < 0, f e decrescente in un intorno di x,, € quindi =, hon € un punto
estremante. Se & anche f®)(z,) = 0, si pud considerare f ) (z,), e cosi via.



Marco Barlotti - appunti di ISTITUZIONI DI MATEMATICA - vers. 2.22 - Pagina 199

Ragionando analogamente e procedendo per induzione, si dimostra il

[Teorema 19.3.11]

Siaf € C*(a, b), e sia zy € (a, b). Supponiamo che in z, si annullino le prime » derivate di f,
e sia invece f+) (1) = a # 0.

Se n é dispari, x, & un punto estremante, e precisamente: un punto di massimo se « < 0, un
punto di minimo se a > 0.

Se n e pari, f & strettamente monotona in un intorno di x,, e precisamente: € crescente se
a > 0, decrescente se a < 0.

Esercizi

Determinare i punti estremanti, specificando se si tratta di punti di massimo o punti di minimo,
locali o assoluti, per ciascuna delle seguenti funzioni:

x® — 623 — 8z — 1;
0 — 4

ad — 30 4+ 1;

it

sin(zx) + cos(x);

2
-

19.3.17 T+ T3]
19.3.18 In(/z — z);
19.3.19 In(sin(x)).

|Esercizio 19.3.20]
Fra tutti i rettangoli di area 100 determinare quelli di perimetro minimo.

[Esercizio 19.3.21]
Fra tutti i rettangoli di perimetro 100 determinare quelli di area massima.
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|[Esercizio 19.3.22]

Fra tutti i trapezi isosceli in cui la base minore misura 1 e il perimetro & 14 determinare quelli
di area massima.

|Esercizio 19.3.23]
Fra tutti i settori circolari di perimetro 20 determinare quelli di area massima.

|[Esercizio 19.3.24|

Un poligono si dice inscritto in una ellisse se tutti i suoi vertici sono punti dell’ellisse. Fra tutti
i rettangoli inscritti in una data ellisse determinare che lati ha quello di area massima.

Suggerimento: Si riferisca il piano a un sistema di riferimento cartesiano ortogonale
monometrico disposto “astutamente” rispetto all’ellisse.

|[Esercizio 19.3.25|

Riferito il piano a un SdR cartesiano ortogonale monometrico positivamente orientato Oxy, €
data la curva algebrica I" di equazione 222 -3z +y—2=0.

Siano A e B i punti in cui I" incontra I’asse delle ordinate e il semiasse positivo delle ascisse.
Fra i punti P di I" che giacciono nel primo quadrante, determinare quelli per i quali I’area del
poligono OAPB é massima e quelli per i quali I’area dello stesso poligono OAPB e minima.
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20.- LE REGOLE DI DE L’Hé\)PITAL

20.1 - Introduzione.

In questo capitolo sono riportate alcune regole pratiche spesso utili per il calcolo di
limiti che si presentano nelle forme “non immediate” (cfr. sez. 17.10). Esse sono note come
“regole di de I’HOpital”, ma sono dovute a J. Bernoulli (1667-1748). In effetti, il marchese G.
de I’Hopital (1661-1704) assunse come precettore Bernoulli stipulando un contratto col quale
costui si impegnava a comunicargli le proprie scoperte matematiche (fra le quali i teoremi che
giustificano queste regole). De I’HOpital, che aveva ottime doti di divulgatore, scrisse poi un
libro (forse il primo testo di calcolo differenziale concepito come tale) nel quale riportava tali
teoremi. Benché de I’HOpital non si attribuisse esplicitamente la loro paternita, questi risultati
sono da allora noti ovunque col suo nome. Pare che la cosa non abbia fatto piacere a
Bernoulli, che I’accuso, senza esito, di plagio.

20.2 - La forma “non immediata’ %;

Teorema 20.2.1 (J. Bernoulli) (“regola di de I’HOpital per % x— x,7")

Siano f, g funzioni R — R, e sia x, un punto di accumulazione per D(f) e per D(g) tale che
limf(z) =0, limg(z) = 0.

T—T Tr—x)

Supponiamo che esista un intorno forato di x, nel quale f e g sono derivabili e nel quale la
derivata di g non € mai nulla. Se esiste

. f(x)
JLTOg’(x):L conLe RU{+ 00, —o0}
. . f(x)
allora si ha M9 ~ L

Dimostrazione — Omettiamo la dimostrazione di questo teorema.
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- . z—sin(z) 1
|Esempio 20.2.2| !l_rQJT =%
Dimostrazione — Poiche
Iirra(x—sin(a:)) =0-sin(0) =0 e Iirrg)m?’ =03=0

possiamo cercare di applicare il teorema 20.2.1 considerando il limite del quoziente tra la
derivata del numeratore e la derivata del denominatore. Avendosi (ricordando 17.4.1)

. 1-cos(x) 1 . 1-cos(z) ) 1 1 _ 1
I|m—3$2 =3 -(llm 22 — 3276

z—0 z—0

anche il limite proposto vale %

Teorema 20.2.3 (J. Bernoulli) (“regola di de I’HOpital per % xr— +o0”)

Siano f, g funzioni R — R, definite in un intervallo aperto illimitato a destra (cfr. 5.3), e sia

lim f(x) =0, IiT g(z) =0.

T—+00

Supponiamo che esista un intervallo aperto illimitato a destra nel quale f e g sono
derivabili e nel quale la derivata di g non € mai nulla. Se esiste

IHTOO T () =L conLeRU{+ o0, —o0}
. . f(r)
allora si ha IHTOO o) — L.

Dimostrazione — Omettiamo la dimostrazione di questo teorema.

Teorema 20.2.4 (J. Bernoulli) (“regola di de I’HOpital per % xr— —o0”)

Siano f, g funzioni R — R, definite in un intervallo aperto illimitato a sinistra (cfr. 5.3), e sia
lim f(x) =0, lim g(z) = 0.

r——00

Supponiamo che esista un intervallo aperto illimitato a sinistra nel quale f e g sono
derivabili e nel quale la derivata di g non € mai nulla. Se esiste

. P (x

lim ()

r——00 § ’(Z’)

=L conLeRU{+ o0, —o0}

allora si ha lim fz) = L.

T——00 g(x)

Dimostrazione — Omettiamo la dimostrazione di questo teorema.
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20.3 - La forma “non immediata™ 2=.

Teorema 20.3.1 (J. Bernoulli) (“regola di de I’HOpital per 2 r—x,”)

Siano f, g funzioni R — R, e sia x, un punto di accumulazione per D(f) e per D(g) tale che
limf(z) = £ oo, limg(z) = + oc.

T—T Tr—x)

Supponiamo che esista un intorno forato di x, nel quale f e g sono derivabili e nel quale la
derivata di g non € mai nulla. Se esiste

Ilmé((m)):L conLe RU{+ o0, —o0}
allora si ha
flz)
Jm s =L

Dimostrazione — Omettiamo la dimostrazione di questo teorema.

- . |n(‘1,7;) .
|Esempio 20.3.2] xlln;_tng + o0
Dimostrazione — Si ha
limIn(5 —z) =limIn(y) = — e lim t
Jimin(3 —x) = limIn(y) = — oo im tg(a) =
avendo posto nel primo limite y := Z- — = per poi applicare il teorema 17.3.4. Possiamo

dunque cercare di utilizzare il teorema 20.3.1, considerando il limite del quoziente tra la
derivata del numeratore e la derivata del denominatore. Si ha
1

i — : 2
lim —— — tim <@ _ iy S0 iy gin(y) SN S'”(y) =0
=TT 5+ T—I7 2 y—0+ - y—0F
2 €0s#(x) 2
avendo posto y:= - —x (dacui z = 3 —y) per poi applicare il teorema 17.3.4, e

tenendo conto del “I|m|te notevole” 17.1.4 . Pertanto, anche il limite proposto vale + oco.
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Teorema 20.3.3 (J. Bernoulli) (“regola di de I’HOpital per 2, — +00”)

Siano f, g funzioni R — R definite in un intervallo aperto illimitato a destra (cfr. 5.3), e sia
lim f(z) = + oo, "T g(x) = + 0.

T—+00

Supponiamo che esista un intervallo aperto illimitato a destra nel quale f e g sono derivabili e
nel quale la derivata di g non & mai nulla. Se esiste

@) |

IHTOOQ’(:B) conLe RU{+ o0, —o0}
allora si ha
) f(x) B
:L’ETOO g(l‘) =L

Dimostrazione — Omettiamo la dimostrazione di questo teorema.

- . |
[Esempio 20.3.4] lim @) _ g,
T——+00
Dimostrazione — Poiché
lim In(z) = + o0 e lim z= + o
r——+00 r——+00

possiamo cercare di applicare il teorema 20.3.3 considerando il limite del quoziente tra la
derivata del numeratore e la derivata del denominatore. Avendosi

- 1
lim % =lim = =0
x—-+00 z——+oo L
anche il limite proposto vale 0.
- . et
|Esempio 20.3.5] lim — = + o0
z—+o0 L
Dimostrazione — Poiché
lim e = + 00 e lim 2= + o0
T—+00 T—+00

possiamo cercare di applicare il teorema 20.3.3 considerando il limite del quoziente tra la
derivata del numeratore e la derivata del denominatore. Avendosi

xr
lim BT: + 00

T—+00

anche il limite proposto vale + oc.
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Teorema 20.3.6 (J. Bernoulli) (“regola di de I’HOpital per 2, r— —o0”)

Siano f, g funzioni R — R definite in un intervallo aperto illimitato a sinistra (cfr. 5.3), e sia
lim f(z) = + oo, lim g(x) = 4+ 0.

T——00

Supponiamo che esista un intervallo aperto illimitato a sinistra nel quale f e g sono derivabili e
nel quale la derivata di g non & mai nulla. Se esiste

@) |

Iﬂr_noog,(x) conLe RU{+ o0, —o0}
allora si ha
) flx)
:I:Er—noo 9(x) — L

Dimostrazione — Omettiamo la dimostrazione di questo teorema.

|Osservazione 20.3.7]

La forma 2= e facilmente riconducibile alla % : basta scrivere

- anziché )
o o(z)

Per questo motivo, potrebbe sembrare superfluo enunciare e dimostrare teoremi del tipo di
20.3.1. Si noti pero che derivando le % e % puod accadere che si ottenga un’espressione piu

complicata di quella di partenza (es.: f(x) := e” , g(z) := = ): & dunque senz’altro opportuno
avere regole che permettano di affrontare direttamente la forma ==.

20.4 - Le forme 0 - 0o, 0°2, 0o? e 1°°. La forma oo — oo.

Non esistono “regole di de I’Hopital” per le forme 0 - oo, 0°, 00” e 1°°, ma queste sono
generalmente riconducibili alla % e/o alla =; infatti




Marco Barlotti - appunti di ISTITUZIONI DI MATEMATICA - vers. 2.22 - Pagina 206

Naturalmente sara necessario volta per volta verificare se le funzioni -, -, —4—
f(z)* g(z) ' In(f(z))

T
sono definite in un intorno di x, (x, € RU{ + 0o, — oo}, se si sta considerando il limite di f

per z che tende a ) e se sono verificate tutte le ipotesi delle regole di de I’HOpital.

Anche la forma co — oo € riconducibile alla forma %; infatti si ha

Una tale trasformazione é perd raramente conveniente.

[Esempio 20.4.1]

lim z-In(z) = 0

z—07T
Dimostrazione — Il limite proposto si presenta nella forma 0 - co. Si ha
In
z-In(x) = S””) .

T

Poiché le funzioni In(x) e % verificano le ipotesi del teorema 20.3.1, possiamo considerare il

1 2

lim —*— = lim —=— =0.
=0t Ty x—07F
Dunque il limite proposto vale 0.
[Esempio 20.4.2] lim % In(“l) = 4 oo,
z—+00 x
Dimostrazione — Il limite proposto si presenta nella forma oo - 0. Si ha
In z+l
T e

Applicando il teorema 20.2.3, si € ricondotti a considerare il

1
- (el - e
lim —2 i -
r—+oo0 € r—+oo T°t+T

xT
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Questo nuovo limite si presenta nella forma >=; applicando due volte la regola di de I’HOpital
per ==, x — + oo, si considera il

efl/'

M e
e poi il
xr
lim &,
r——+00 2

Poiché quest’ultimo limite vale + oo, anche il limite proposto vale + oc.

|Esempio 20.4.3| TETOC x- (5 —arctg(z)) =1
Dimostrazione — 1l limite proposto si presenta nella forma oo - 0. Si ha
r- (5 —arctg(z)) = w.
Poiché le funzioni 7 — arctg(z) e % verificano le ipotesi del teorema 20.2.3, possiamo

considerare il limite del quoziente delle derivate, ossia
1

2

H 142 H _
.EHTOO —w% - Jtl—[Too 1+a2 — 1
Dunque il limite proposto vale 1.
[Esempio 20.4.4| lim z* =1
z—0t
Dimostrazione — 1l limite proposto si presenta nella forma 0°. Si ha 2% = *"(*) ¢

poiché abbiamo gia visto (esempio 20.4.1) che

lim z-In(z) =0

r—0t

si puo concludere che il limite proposto vale 1.

[Esempio 20.4.5| lim ¢/z =1

T—+00

Dimostrazione — Si ha ¢/z = z= e dunque il limite proposto si presenta nella forma
0 o
oo”. Si ha

1 1. In(z)
rrz —= €= In({E) = € =

cosicché il limite proposto vale 1 (cfr. esempio 20.3.4).



Marco Barlotti - appunti di ISTITUZIONI DI MATEMATICA - vers. 2.22 - Pagina 208

1

|[Esempio 20.4.6] Iirrg(cos(g;)) ol _
T—

Dimostrazione — Il limite proposto si presenta nella forma 1°°. Si ha
1 L. In(cos(x)) In(cos(x))

t9() )

(cos(z)) " =e
e quindi siamo ricondotti a calcolare il
lim In(cos(z))
z—0 tg(l‘)

Poiché le funzioni In(cos(z)) e tg(x) verificano le ipotesi del teorema 20.3.1, possiamo
considerare il limite del quoziente delle derivate, ossia
__sin(x)
lim—2L — Jim( — sin(z)cos(z)) = — sin(0)cos(0) = 0.

z—0 (COS(I))Q z—0

Dunque il limite proposto vale 1.

20.5 - Esercizi di riepilogo sull’uso delle regole di de I’HOpital.

Per ciascuno dei seguenti limiti si verifichi I’applicabilita delle regole di de I’Hopital e,
quando possibile, si utilizzino tali regole per calcolare i limiti.

. tg(x)—x . 14sin(z)—cos(x) . sin(z)
:!,'LT(]) x—sin(z) :!,'LT(]) 1—sin(z)—cos(z) :!,'LT(]) cos(2x)
. xQ-Sin(L) ] 1—e® N )
:Ic'—T) sin(z) :Ic'—rr(]) 1—cos(+/z) ==
. In(2z+1) x+sin(x) . tg(x)
lim ; I —_—; imy—==;
r—+00 In(z) ’ —+00 £ ’ =73 In(cos(z)) °
x—sin(x) T
xHTOO x+sin(x) $Hr_T]OO 2241 xlE‘(f)Lx €
lim In(z) - In(1 + 2) ; lim(+ - =L lim (= +In(z)) ;
z—0t ' z—0" L er—17" z—0t ~ L ’
I % )
: 1 2 N sin(z) ; el
ll—rr(])( 1—COS(Z‘) ooa? ) 1:1[:Il>r0nJr v ' IILT+ & '
1
. l0gq (x)
lim x

z—0*t
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appunti di ISTITUZIONI DI MATEMATICA

Marco Barlotti -

21.- CONVESSITA

21.1 - Funzioni convesse.

Sia f una funzione R — R, e sia [a, b] C D(f). Si dice che f & convessa in [a, b] se
comunque presi z,, z; € [a, b] I’arco del grafico passante per i punti Py = (zo, f(x,)) e
P, = (a1, f(x,)) “sta sotto” il segmento (“corda”) P,P,. Vediamo come si puo esprimere con

precisione gquesto concetto.
Sappiamo (teorema 13.3.1) che la retta P,P; ha equazione

z—xy __ y—TF(x)
X1—Xo - f(x1>—f(x0)
y = 511_—50 f(xo) + :fl—_ifcoo f(x,)

ossia
e dunque la condizione di convessita in [a, b] Si pud esprimere cosi:

Sia f una funzione R — R, e sia [a, b] C D(f). Si dice che f e convessa in [a, b] se

comunque presi x,, z; € [a, b] con z, < z; Si ha
F21.1.1 f(z) < ﬁf(wo) + %f(wl) Vo € [z, z1].
Se x €xy, 1], &€ x=x0+t(r1 —x9) = (1 —t)xg+tx; con te0,1]; spesso
percio, osservando che ——"- =t e —*—Z —1—1t, laF21.1.1si scrive
1 0 1 0
vt € [0, 1].

F21.1.2 f((1—t)xy + txy) < (1 —t)f(xy) + tf(xy)

[Teorema 21.1.1]
Sia f una funzione R — R, e sia (a, b) un intervallo aperto contenuto nel dominio di f. Se f &

convessa in (a, b), allora f & continua in (a, b).
Dimostrazione — Omettiamo la dimostrazione di questo teorema.

|Esempio 21.1.2|

. 1 se =10
Sia f(z) = {:c se x> 0.
La funzione f & convessa in [0, 1] ma non & continua in 0.
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21.2 - Criteri di convessita per le funzioni derivabili.

[Teorema 21.2.1]

Sia f una funzione R — R continua nell’intervallo chiuso [a, b] e derivabile nell’intervallo
aperto (a, b). Sono fatti equivalenti:

(¢) feconvessain [a, b].
(i4) comunque presi zy, x € (a, b) si ha f(x) > T (x)(x — o) + (o)

(cioe, la tangente al grafico in Py = (x, f(x,)) -cfr. 18.3- “sta sotto” I’arco del grafico relativo
all’intervallo (a, b));

(¢47) la funzione derivata f’ & non decrescente in (a, b).

Dimostrazione — Omettiamo la dimostrazione di questo teorema.

[Teorema 21.2.2]

Sia f una funzione R — R continua nell’intervallo [a, b] e derivabile due volte in (a, b). Se
f”(z) > 0 perogni z € (a, b), la funzione f & convessa in [a, b].

Dimostrazione — Segue subito da 19.3.1 e da 21.2.1.

21.3 - Funzioni concave.

Sia f una funzione R — R, e sia [a, b] C D(f). Si dice che f & concava in [a, b] se
comunque presi x,, x; € [a, b] I’arco del grafico passante per i punti Py, = (x, f(x,)) €

P, = (x), f(x,)) “sta sopra” il segmento (“corda”) P,P,, o0ssia se comunque presi
xo, o1 € [a, b] con xy < x; Si ha

[Teorema 21.3.1]

Sia f una funzione R — R, e sia [a, b] C D(f). La funzione f & concava in [a, b] se e solo se la
funzione — fé convessain [a, b].

Dimostrazione — Owvio.
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Dal teorema 21.3.1 si ottengono gli analoghi dei risultati 21.2.1 e 21.2.2:

[Teorema 21.3.2]

Sia f una funzione R — R continua nell’intervallo chiuso [a, b] e derivabile nell’intervallo
aperto (a, b). Sono fatti equivalenti:

(¢) féconcavain [a, b].
(i) comunque presi x,, = € (a, b) si ha f(z) < f'(x)(x — xo) + f(x0)

(ciog, la tangente al grafico in P, = («, f(z)) -cfr. 18.3- “sta sopra” I’arco del grafico
relativo all’intervallo (a, b));

(¢4¢) la funzione derivata f’ & non crescente in (a, b).

Dimostrazione — Omettiamo la dimostrazione di questo teorema.

[Teorema 21.3.3]

Sia f una funzione R — R continua nell’intervallo [a, b] e derivabile due volte in (a, b). Se
f”(x) < 0 perogniz € (a,b), lafunzione f & concava in [a, b].

21.4 - Punti di flesso.

Sia f una funzione R — R, e sia z, € D(f). Si dice che x, & un punto di flesso per f
(oppure che Py, = (=, f(x,)) € un flesso per il grafico di f) se f & convessa in un intorno
sinistro di x, € concava in un intorno destro di x,, 0 viceversa.

[Teorema 21.4.1]

Sia f una funzione R — R. Sia x, un punto interno a D(f), ed esista un intorno J di x, tale che
f € C?(J) (cfr. 18.5). Allora f(z)) =0
e condizione necessaria affinché x, sia un punto di flesso per f.

Dimostrazione — Supponiamo che =z, sia un punto di flesso per f. Se fosse
f”(zo) = a # 0, in un intorno | di x, (contenuto in J) f” sarebbe sempre positiva (0 sempre
negativa) per il teorema 16.2.3, e dunque (per 21.2.2 e 21.3.3) f sarebbe convessa (0 concava)
in tutto I, contro I’ipotesi che x, sia un punto di flesso.

|Osservazione 21.4.2]

La funzione f(z):=x* & convessa su tutto R, quindi non ha punti di flesso; tuttavia
f(0) = 0. Dunque la f”(z,) = 0 non & condizione sufficiente affinché x, sia un punto di
flesso per f.
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|Osservazione 21.4.3]

Sia f una funzione R — R, e sia x, un punto di flesso per f; sia Py = (x, f(zo)) il
corrispondente flesso nel grafico di f e supponiamo, per fissare le idee, che f sia convessa in
un intorno sinistro di x, € concava in un intorno destro di x,.

Se f e derivabile in un intorno di x, per il teorema 21.2.1 ¢’é un intorno sinistro di z, in cui la
tangente al grafico di f “sta sotto” il relativo arco del grafico, e per il teorema 21.3.1 c’é un
intorno destro di x, in cui la tangente al grafico di f “sta sopra” il relativo arco del grafico. Si
potrebbe dimostrare che la tangente in P, al grafico di f “sta sotto” I’arco del grafico in un
intorno sinistro e “sta sopra” I’arco del grafico in un intorno destro di xz,: cio si esprime di
solito dicendo che la tangente in P, attraversa il grafico di f.

Analoga a questa € la situazione che abbiamo visto nell’osservazione 18.3.7; si noti che tale
situazione si verifica anche ogni volta che la derivata di f in z; € + oo oppure — co.

[Teorema 21.4.4]

Sia f una funzione R — R, e sia x, un punto di flesso per f. Se f & derivabile in un intorno di
xy, allora z, non puod essere punto estremante per f.

Dimostrazione — Supponiamo, per fissare le idee, che f sia convessa in un intorno
sinistro di =, e concava in un intorno destro di z,: allora f’ € non decrescente in un intorno
sinistro di x, e non crescente in un intorno destro di x,. Se x, fosse un punto estremante per f,
per il teorema 19.2.5 sarebbe f’(x,) = 0 : allora, per quanto appena visto, in tutto un intorno
di x, sarebbe f’(x) <0, ossia (per il teorema 19.3.1) f non crescente; e dunque x, non
potrebbe essere punto estremante per f.

|Esempio 21.4.5|

||

Sia f:= —=. Il punto 0 e punto di flesso e anche punto di minimo locale per f. Si noti che f
non é derivabile in 0.

Esercizi

Per ciascuna delle seguenti funzioni determinare, se possibile, gli intervalli in cui € concava o
convessa e gli eventuali punti di flesso.

21.4.6 f(z) == e; 21.4.7 f(x) == 2%
21.4.8 f(z) == 23 — 62% + 22 — 1; 21.4.9
21.4.10 f(z) :== o' — 5% + 4; 21.411 f(z) =2 ||
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22.- ASINTOTI

22.1 - Asintoti destri e asintoti sinistri.

Sia f una funzione R — R definita in un intervallo illimitato a destra. La retta a di
equazione y=pr+q

si dice un asintoto destro per il grafico di f (o, piu brevemente, per f) se
lim (f(z) — (pz +q)) =0

T—+00
cioé se la differenza tra le ordinate dei punti aventi uguale ascissa appartenenti al grafico della
f e alla retta a tende a zero al tendere dell’ascissaa + oco.

Se f & definita in un intervallo illimitato a sinistra, la retta a di
equazione y = pxr+q si dice invece un asintoto sinistro per il grafico di f (o, piu
brevemente, per f) se lim (f(z) —(pr+¢q)) =0

T——00

cioé se la differenza tra le ordinate dei punti aventi uguale ascissa appartenenti al grafico della
f e alla retta a tende a zero al tendere dell’ascissaa — oco.

[Teorema 22.1.1]

Condizione necessaria e sufficiente affinche la retta di equazione y = px + ¢ Sia un asintoto
destro [sinistro] per f e che sia

Jgim i (1) ) = g
Jgim Sy i () - =g |-

Dimostrazione — Proviamo I’asserto per gli asintoti destri.
Poiché  lim (f(z) — px) =g¢q equivale a lim (f(z) — (pxr+4q)) =0,
r—+00 r—+00

dobbiamo solo provare che

. . f
(y = pr 4+ q asintoto per f) = ( I|r+n % = p).
In effetti, sia / ”T (f(z) — (px +q)) =0.
Allora 0= lim T@=pr=¢ :( lim M) —p— ( lim i)
x—+00 x z—+o0 T r—+oo L

da cui I’asserto perché  lim % =0.

T——+00
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[Esempio 22.1.2]
Sia f(x) := e "sin(x). Si ha

im fE _ jim e Si”f) :(Iim e>( lim M):o-o:o

r—+oco L x—+00 T—-+00

e lim f(z) =0

r—+00

cosicché I’asse delle ascisse € un asintoto destro per f.

. f . -z : N
Invece, lim % (: lim (ex 'sm(m))) non esiste, e dunque f non ha asintoti

T——0Q T——00

sinistri.

|Esempio 22.1.3|
Siaf(z) := In(z) + 2. Si ha

lim 1@ _ iy In@dz ( lim '”(x))+1:0+1:1
z—+o0 L Z—400 Y r—+oco L
ma Iir+n (f(z) —2) = "T In(z) = 4+ o0

cosicché f non ha asintoti destri.

Un asintoto (destro o sinistro) si dice orizzontale se il suo coefficiente angolare ¢ zero,
obliquo altrimenti. E chiaro che

[Teorema 22.1.4]

Sia funa funzione R — R, esiak € R.

La retta di equazione y = k e un asintoto orizzontale destro [sinistro] per f se e solo se
lim f(z) =k [ lim f(z)=k].
T——00

T—+00
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22.2 - Asintoti verticali.

Sia f una funzione R — R, e sia =, un punto di accumulazione per D(f). La retta di
equazione T = x

si dice un asintoto verticale per il grafico di f (o, pit brevemente, per f) se si verifica (almeno)
una delle seguenti situazioni:

lim f(z) = + o0 oppure lim f(z) = + o0
oppure limf(z) = — o0 oppure Iim+f(:c) = — o0.

Si noti che i valori di z, per i quali la retta di equazione x = z, puo essere asintoto
verticale per il grafico di f vanno cercati fra i punti di accumulazione per D(f) in cui f
presenta una singolarita.

22.3 - Esempi ed esercizi.

[Esempio 22.3.1]

Sia f(x):=e". Siha D(f)=R, efeécontinua in tutto R: pertanto, non possono esserci
asintoti verticali ma f pud avere un asintoto destro e un asintoto sinistro.

E lim @: lim & = 400

r——400 x—+oo L

cosicché f non ha asintoti destri. Invece
) f(x ] T
lim i) _ lim & =0
r——c0 L r——00 L

per cui I’asse delle ascisse & asintoto (orizzontale) sinistro per f.

|Esempio 22.3.2|

Sia f(x) :=In(z). Siha D(f) = (0, +00) e fé continua in tutto (0, +oc0): pertanto f puod
avere un asintoto verticale in 0 (punto di accumulazione per D(f) in cui f presenta una
singolarita) e un asintoto destro. In effetti si ha

!ILY(])f(:z:) = :!:I_rgln(:z:) = — 0

cosicché I’asse delle ordinate e asintoto verticale per f; e
. f . In
lim % = lim In(z)

Tr—+00 T—+00

=0

cosicché un eventuale asintoto destro per f sarebbe un asintoto orizzontale; ma

lim f(z) = “Iir+n In(z) = + o0

T—+00

per cui f non ha asintoti destri.
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|[Esempio 22.3.3]

Sia f(z)=+22+x. Siha D)= (—o00, —1JU[0,+00) e feé continua in tutto
(— o0, — 1] ein tutto [0, +00): pertanto f non puod avere asintoti verticali (non ci sono infatti
punti di accumulazione per D(f) in cui f presenti singolaritd) ma pud avere un asintoto sinistro

e un asintoto destro. Si ha
\/22(1+3) WV /14 L

. f . .
lim —= = Ilim —— = I|im - s = lim —M— =

T—+00 T—+00 T—-+00 T——+00 x

_ oyim o VTe e TV e 1 _
= lim = = lim = lim 1+$ =1

T—~+00 T——+00 X r——400

cosicché un eventuale asintoto destro per f ha equazione della forma y = x + ¢. Poiché inoltre

lim f(z)—« = lim (\/W)—x:

T——+00 T—+00

<\/;v2—|—:v—x>-< :r2—|—x+x> 2 2
= lim = lim =
z—-+00 Valtr r—too  [a2(14Ly 4o
X

= lim

T -
= lim =
T—+00 (\/332 -\/1+%> +z T—+00 (|ac|\/1+%> +z

. . 1
= lim L =  lim —F)/———— = =
=00 (141 ) 4 A VAR S
la retta di equazione y = x + % e asintoto (obliquo) destro per f.

Analogamente,

f(z) 2t ) z2(1+21) Va2 1++
lim —= = Ilim = lim = lim =
z——00 L T——00 x T——00 x T——00 T
|-y /1+ L —zy /141
= lim ——— = lim —— = lim - 1+L:—1
Z——00 € Z——00 xz Z——00 x

cosicché un eventuale asintoto sinistro per f ha equazione della forma
y= —r+gq.
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Poiché inoltre

lim f(z) +2 = lim (\/M)m -

T——00 T——00

( 2tz -l—:r:) . (\/ 2+ —a:)

T——00 Valdr —z

2’ +r—zx .

= lim = lim L —
e el —e e (Ve J14 L )

= lim = lim - =
T==00 (]x\\/l-i-%)—:v Lm0 (—l"\/l'i‘%) —x

. 1 1
= lim = — 5
2——c0 (—\/1+%) . 2
la retta di equazioney = — x — % e asintoto (obliquo) sinistro per f.

Il grafico della funzione +/2z?+ = (ascisse da — 3 a +3; ordinate da — 3 a +3) &
approssimativamente il seguente:
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Determinare gli eventuali asintoti delle seguenti funzioniR — R :
2234 f(z) = £,

@) = g

f(z) = x2x—2 ;

f(r) = bt

f(o) = 2

f(z) = "1"4(2 ,

f(x) := e%,

22.3.11 f(z) = S0
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23.- STUDIO DI UNA FUNZIONE

23.1 - Introduzione.

Sia f una funzione R — R. Studiare f significa raccogliere quante piu informazioni
possibili su f e sintetizzarle in un disegno approssimativo del grafico di f; per quanto riguarda
le funzioni che noi avremo occasione di considerare, risultano essenziali a questo scopo le
nozioni sviluppate nei capitoli da 15 a 22.

Un itinerario consigliabile per lo studio della funzione f € il seguente.

Determinare D(f) ed esprimerlo se possibile come unione I; Ula U... U, di
un numero finito di intervalli 1; tali che f risulta continua in ciascun 1; e derivabile in ogni
punto interno di ciascun 1; (cio naturalmente non € in generale possibile). Eventualmente,
esprimere in modo piu semplice la restrizione di f a ciascun 1; (cio risultera utile ad esempio
quando nell’espressione generale di f & coinvolta la funzione “valore assoluto”).

Valutare se eventualmente f e una funzione pari o una funzione dispari 0 una
funzione periodica (cfr. 15.4); in caso affermativo, sara sufficiente studiare la restrizione di f a
[0, + oo) oppure ad un intervallo avente per ampiezza il periodo di f.

Descrivere il comportamento di f agli estremi di ciascun 1, calcolando il limite
di f per = che tende a ciascun estremo (ivi compresi, eventualmente, — oo e + o0). Si
determinano in questa occasione gli eventuali asintoti (cfr. capitolo 22).

Calcolando, se ¢ il caso, la derivata e la derivata seconda di f: valutare dove f
risulta crescente e dove decrescente; determinare gli eventuali punti di estremo locale per f;
valutare dove f risulta convessa e dove concava; determinare gli eventuali punti di flesso per f.

Valutare per quali valori di z risulti f(x) > 0 e per quali invece f(z) < 0;
determinare i punti in cui il grafico di f incontra eventualmente gli assi coordinati, e
determinare altri punti del grafico.

[6] Tracciare infine approssimativamente il grafico di f.
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23.2 - Studio della funzione f(x) := ﬁ

Seguiamo I’itinerario consigliato in 23.1.

SihaD(f) = (0,1) U (1, + o0).

Poiché f non & definita in ( — oo, 0], f non pud essere né una funzione pari né una
funzione dispari. Non c’é motivo per sospettare che f possa essere una funzione periodica.

: : 1
Si ha ,EIL% f(z) _xILT+ @) — 0
per la (vii) del teorema 17.7.1, ricordando che Iinolln(a:) = —oo (cfr.17.5.3). Inoltre,
: T
S )= lim ey = o

per la (iz) del teorema 17.7.1, ricordando che /I.irqln(:c) =In(1) =0 echein (0,1) In(x)

non assume mai valori positivi. Analogamente,

. . 1
e
. . 1
Am fe) = im ney =0

In particolare, si € stabilita I’esistenza di un asintoto verticale (la retta di equazione
x = 1) e di un asintoto orizzontale destro (I’asse delle ascisse).

Applicando i teoremi delle sezioni 18.6 e 18.7, si trova che

1

(@) = T

r 20 @)+ 2 2In(@) L 2 2n@)(In@)+2)  In@)-(In(z)+2)

f7(z) = In'(z) = n'(z) = T 2Tni()
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Si vede immediatamente che in tutto D(f) € f’(x) < 0: per il teorema 19.3.1, f é
decrescente nel proprio dominio; non ci sono punti estremanti. 1l segno di f’(x) coincide col
segno di In(z) - (In(z) + 2), dunque (come si trova con semplici calcoli) f”(z) > 0 per
0<x<e?eperz>1;iteoremi 21.2.2 e 21.3.3 ci consentono di affermare che f risulta
convessa in (0, e~2], concava in [e~2, 1) e convessa in (1, +o0). In particolare, il punto =2 &
un punto di flesso per f.

Il segno di f(x) coincide col segno di In(x): dunque f(x) < 0 in (0, 1) e f(x) > 0 in
(1, + o0). Il grafico di f non incontra gli assi coordinati. Puo valer la pena di segnare il punto
del grafico di coordinate (e, 1).

(6]
1

Il grafico di @) (ascisse da —1 a +7; ordinate da —4 a +4) é

approssimativamente questo:

R
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23.3 - Studio della funzione f(z) := z® — 3z2.

Seguiamo I’itinerario consigliato in 23.1.

Si ha D(f) = R.

La funzione data non & né pari né dispari; € non c’¢ motivo per sospettare che possa
essere una funzione periodica.

Si ha
lim f(z) = lim (2% —32%) = lim 23(1-2)= -0
T——00 r——00 T——00 .
e
. o . 3 . 2 — - 3 . i —
Valutiamo I’esistenza di asintoti sinistri e destri applicando il teorema 22.1.1. Poiché
. f . 332 . .
lim (z) — lim L= _ im (x? — 3z) = lim 2?1 — i) = + 00
T——00 xr T——00 T——00 T——00 x
e
: f : 3_ 32 . .
lim 1L gy 223 g (@ —3z) = lim 20— 3) = +oc
T——+00 X r—+00 iy T——+00 T—+00 x

la funzione data non ha né asintoti sinistri né asintoti destri.

[4]

Applicando i teoremi delle sezioni 18.6 e 18.7, si trova subito che
f'(z) = 32° — 62 = 3z (x — 2)
e f”(z) = 6x — 6.
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Con semplici calcoli si ricava che: in (— oo, 0) & f’(z) > 0; f’(0) =0; in (0,2) &
f'(z) <0;f(2)=0;ein (2, + oc0) & f’(x) > 0. Per il teorema 19.3.1, f risulta: crescente in
( — o0, 0); decrescente in (0, 2); crescente in (2, 4+ oo). Il punto 0 & un punto di massimo
locale; il punto 2 & un punto di minimo locale. Per quanto visto in [ 3], non esistono punti di
massimo né punti di minimo come definiti in 15.5.

Si ha f7(z) <0 per x <1 e f7(z) >0 per z>1; i teoremi 21.2.2 e 21.3.3 ci
consentono di affermare che f risulta concava in ( — oo, 1) e convessa in (1, +00). In
particolare, il punto 1 € un punto di flesso per f.

Con semplici calcoli si trova che f(z) < 0in ( — oo, 0) e in (0, 3), mentre f(z) > 0 in
(3, —o0). Si ha f(x) =0 per x = 0 e per z = 3, dunque il grafico di f incontra I’asse delle
ascisse nell’origine e nel punto di coordinate (3, 0). Naturalmente, il grafico di f incontra
I’asse delle ordinate nell’origine.

[6]

Il grafico della funzione z3 — 3z? (ascisse da — 4,5 a +4,5; ordinate da — 4,5 a
+4,5) é approssimativamente questo:

R
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23.4 - Studio della funzione f(x) := sin(x) — cos(x).

Seguiamo I’itinerario consigliato in 23.1.

Poiché D(sin) = D(cos) = R, & anche D(f) = R (cfr. 15.1).

Poiché sin e cos sono funzioni periodiche di periodo 27 (cfr. esempio 15.3.5), si ha
f(z + 27) = sin(x + 2x) — cos(x + 27) = sin(z) — cos(x) = f(x)
e dunque f e periodica di periodo 27.

Pertanto sara sufficiente studiare la restrizione di f a [0, 27].

Si ha f(0) = f(2r) = — 1. E chiaro che non esistono asintoti.
Si ha f’(x) = cos(x) + sin(x)
e f7(z) = —sin(x) + cos(x) = — f(z).

Per studiare il segno di f’(x) e f”(x), conviene considerare I’andamento di sin(x) e
cos(z) in [0, 27].

Si vede facilmente che:

—in (0, ) € cos(z) > sin(z) > 0 edunque f’(z) >0, f”(z) > 0;

— sin(f) = cos(§) = @;

— sin(3m) = 4 cos(37) = — @;
— in(3m, ) ésin(z) > 0 > cos(z) e sin(z) < | cos(z) | , cosicché f’(z) < 0, f(z) < 0;
— sin(w) =0, cos(m) = — 1;

— in(m, 27) €0 > sin(z) > cos(z) e dunque f’(z) < 0, f”(z) < 0;

T) =cos(2m) = — V2

— sin( 5

N[
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— in(2m, 371) &0 > cos(z) > sin(z) e dunque f*(z) < 0, f”(z) > 0;
— sin($m) = —1,cos(37) = 0;
— in (3, L) écos(z) > 0> sin(z) e |sin(z) | > cos(z), dacuif’(z) <0, f”(z) > 0;

—sin(Ir) = — 2 cos(Ix) = V2

—in (%w, 27) € cos(z) > 0 > sin(z) e | sin(z) | < cos(x), dacui f’(x) >0, f’(z) > 0;
— sin(0) = 0, cos(0) = 1.

Riassumendo: f*(z) > 0 (e dunque f & crescente) in (0, ) e in (£, 27); f’(2) < 0
(e dunque f & decrescente) in (2, L7); f”(z) > 0 (e dunque f & convessa) in (0, Z) e in
(2, 2m); £7(z) < 0 (e dunque f & concava) in (£, 2). E chiaro a questo punto che 37 & un

punto di massimo, %w e un punto di minimo, - e %w sono punti di flesso.

Poiché f”(z) = — f(x), possiamo sfruttare la discussione del punto precedente per
determinare il segno di f(x) e per stabilire le intersezioni del grafico con gli assi coordinati.
Nell’intervallo che stiamo studiando, si ha: f(z) < 0in (0, Z); f(z) > 0in (£, 27); f(z) < 0

in (2, 2m). Inoltre: f(0) = — 1; f(z) = 0 perz := T eperz := =

(6]

Il grafico della funzione sin(z) — cos(x) (ascisse da 0 a +27; ordinate da — 2 a +2) €
approssimativamente questo:
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z-|lz|—1

23.5 - Studio della funzione f(z) := [o—1]

Seguiamo I’itinerario consigliato in 23.1.

SihaD(f) = (—00,0]U[0,1) U (1, + oco). Sinoti la scelta di individuare D(f) come
unione di tre intervalli anziché di due. All’interno di ciascuno dei tre intervalli considerati f &
senz’altro derivabile per i risultati del capitolo 18. Inoltre si ha:

f(z) = =L in (— oo, 0];

f(z)= —x—11in]0, 1);
f(x) =2+ 1 in(1, + o00);

e ciascuna di queste tre funzioni e relativamente semplice da studiare (in particolare, il grafico
di fin [0,1) e in (1, +00) & costituito da porzioni di rette e quindi pud essere
immediatamente disegnato senza ulteriori calcoli). Si noti che f & derivabile anche in 0; ma per
affermare cio si deve effettuare il calcolo diretto del rapporto incrementale in 0 della f.

La f non & pari né dispari; né c’é motivo per sospettare che possa essere una funzione
periodica.

Si ha
. . 2 . +1
lim f(z) = lim fv—jll = lim m_'j = —
e
lim f(z) = f0) = —1 .
Inoltre,
lim f(z) = lim (-2 —1)= -2
e

lim f(z) = /|iT (x+1)= 4 o0,

r—+400

ma questi ultimi due limiti non rivestono interesse perché, come si & gia osservato, non ci sono
problemi per disegnare il grafico di fin [0, 1) U (1, 4+ o).
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E chiaro che la retta di equazione y = 2+ 1 & un asintoto destro per f, venendo
addirittura a coincidere, per = > 1, col grafico di f.

Valutiamo I’esistenza di un asintoto sinistro applicando il teorema 22.1.1. Poiché

o . 2 S
im AL i 2 gy 2 =
z——-00 L z——o0 T(r—1) T——00 1—?
e
. . 241
lim (f(x) —z) = lim (| =— -z ) =
Ir——00 T——00 .Z’—l
. 241—a(z—1 :
ST el Gt ) N T ) 1,
T——00 r—1 r——0o T—1

la retta di equazione y = = 4+ 1 € anche asintoto sinistro per f.

Per valutare dove f risulta crescente e dove decrescente, determinare gli eventuali punti
di estremo locale per f, valutare dove f risulta convessa e dove concava, determinare gli
eventuali punti di flesso per f, consideriamo soltanto la restrizione di f a ( — oo, 0]; infatti,
come si € gia osservato, non ci sono problemi per disegnare il grafico in [0, 1) U (1, + o0).

Applicando i teoremi della sezione 18.6, si trova subito che in ( — oo, 0] &
2z(z—1)—(2%+1) x?—2x—1

@)= =G = @
_ 12 (2 _9p— _
o £ (z) = 2z—2)(z—1) (m(_:vl)42x 1)2(x—1) _ (x_41)3.

Con semplici calcoli si ricava che: in ( — oo, 1 — \/5) ef’'(z)>0;f(1 - \/5) =0;
in (1 —1/2,0) & f’(z) <0. Per il teorema 19.3.1, f risulta crescente in (— oo, 1 —/2) e
decrescente in (1 — /2, 0); il punto 1 — 1/2 & un punto di massimo locale. Per quanto visto
in[3], non esistono punti di massimo né punti di minimo come definiti in 15.5.

In (— o0, 0] sihaf”(x) < 0; peril teorema 21.3.2, in ( — oo, 0] f risulta concava.

Con semplici calcoli si trova che f(z) < 0in ( — oo, 1), mentre f(x) > 0in (1, + o0).
Non & mai f(z) =0, dunque il grafico di f non incontra I’asse delle ascisse; poiché
f(0) = — 1, il grafico di f incontra I’asse delle ordinate nel punto di coordinate (0, — 1).
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[6]
. . Jx|—1 . .
Il grafico della funzione % (ascisse da — 4,5 a +4,5; ordinate da — 4,5 a
+4,5) e approssimativamente questo:

R
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24.- PRIMITIVE

24.1 - Generalita.

Sia f:R — R una funzione. Si dice primitiva di f una funzione derivabile F;: R — R
la cui funzione derivata F, (cfr. 18.5) coincida con f.

Sia I C R, e sia f:R — R una funzione tale che | C D(f). Si dice primitiva di f in |
una funzione derivabile F,:1 — R la cui funzione derivata FO' (cfr. 18.5) coincida con la
restrizione di f ad | (cfr. 4.5).

|Esempio 24.1.1|

La funzione In(x) € una primitiva della funzione % in (0, + o0); lafunzione In(—z) e
una primitiva della funzione % in (—o0,0); lafunzione In( |z |) & una primitiva della

. 1
funzione —.
xXr

Data una funzione f: R — IR, esiste sempre una primitiva di f? Se esiste una primitiva
di f, ne esiste una sola?

La risposta € “no” per entrambe le domande. Si dimostra infatti che una funzione
derivata non pu0 avere singolarita eliminabili; qualsiasi funzione che abbia singolarita
eliminabili non ha pertanto primitiva. Inoltre, data una primitiva F, di una funzione ¢é facile
trovarne infinite altre: basta sommare a F, una qualsiasi funzione costante; infatti, se ¢ € una
funzione costante si ha (Fo+¢)=F, +¢ =F,
per il teorema 18.6.1 e I’esempio 18.2.3.

[Teorema 24.1.2]
Sia f unafunzione R — R. Se f e continua in un intervallo I, esiste una primitivadi f in I.

Dimostrazione — Questo risultato verra dimostrato col teorema 25.6.1.
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|Osservazione 24.1.3]

La condizione di continuita espressa dal teorema 24.1.2 é sufficiente ma non necessaria per
I’esistenza di una primitiva. La funzione f definita ponendo:
i 1 1
fa) = 2zsin(+) —cos (L) sex#0
0 sex =0

non e continua in 0 (non esiste nemmeno il lim f(x)) ma ammette come primitiva la

z—0

F(z) = {:'72 sin () sex #0

0 sex =0

[Teorema 24.1.4]

Sia | C R, sia f:R — R una funzione tale che | C D(f) e sia F, una primitiva di f in I. Le
primitive di f in | sono tutte e sole le funzioni I — R che si possono scrivere nella forma

Fo + F. con F, e@(l)eF; =0.

Dimostrazione — Sia P I’insieme delle primitive di f in I, e sia F I’insieme delle
funzioni I — R che si possono scrivere nella forma F,+ F, con F, € O(l) e F; =0.
Dobbiamo provare che P = F.

E immediato che F C P. Infatti, sege F ég=F,+F, conF, € ©(l) e F,,: = 0; allora g
"= (Fy+F.) =F, +F, =f+0=fcosicché g € P.

Viceversa, e anche P C F. Infatti, sege Peg=F,+ (g — F,) cong—F, € ©(I) (perché
ged()eF,e®d(l) e (g—F)' =g —F, =f—f=0.

Sia [a, b] un intervallo limitato e chiuso di numeri reali e sia f: R — R una funzione
definita in [a, b]. Una funzione F, continua in [a, b] la cui restrizione ad (a, b) sia una
primitiva della restrizione di f ad (a, b) si dice primitiva di f in [a, b]. Analogamente si
definiscono le “primitive” per una funzione in intervalli della forma (a, ], [a, b), ( — oo, b]
oppure [a, + co) cona, b € R.

[Teorema 24.1.5]

Sia | un intervallo di numeri reali, sia f:R — R una funzione definita in | e sia F, una
primitiva di f in I. Le primitive di f in | sono tutte e sole le funzioni R — R che si possono
scrivere nella forma F, + ¢ con ¢ € R.

Dimostrazione — Sia F, una primitivadi fin I. Perognic e Re (Fy+c¢) =F, =f
(cfr. teorema 18.6.1 ed esempio 18.2.3), e dunque F, + ¢ & anch’essa una primitiva di f in I.
Se poi F, € una qualsiasi primitiva di f in I, allora per ogni z interno ad I si ha
(Fo = F1)'(2) = Fy(2) — F(2) = f(z) — f(z) = 0

cosicché F, — F, € una funzione costante in | per il teorema 18.2.5: dunque esiste ¢ € R tale
che Fy — F, = ¢, ossia Fy = F, + ¢ come si voleva.
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Sia I C R, e sia f:R — R una funzione tale che | C D(f). L’insieme di tutte le
primitive di f in | si indica con la scrittura

[f(z)dz 0, pitl brevemente, con [f.

e si dice, talvolta, integrale indefinito di f (in I). Si noti che questa notazione non evidenzia
I’insieme |; inoltre la parola “integrale” induce facilmente confusione con la teoria
dell’integrazione (alla quale accenneremo nel capitolo 25), collegabile sotto opportune ipotesi
al problema della ricerca delle primitive (cfr. teorema 25.6.1) ma ben distinta da esso. Noi ci
adegueremo al simbolo [, ormai troppo diffuso perché lo si possa combattere, ma eviteremo
sempre di usare I’espressione “integrale indefinito”.

|Esempio 24.1.6|

Se I=(0, +00), [Ldz éIinsieme delle funzioni definite in I che si possono scrivere
nella forma In(z) + ¢ conceR,

ci0 si esprime scrivendo f% dz = In(z) + c.

Se I=(—00,0), [Ldz & Iinsieme delle funzioni definite in I che si possono scrivere
nella forma In(—z)+c¢ conceR;

Cio si esprime scrivendo f% dz =In(—z)+c.

|Osservazione 24.1.7]

Si noti che, benché In( | z | ) sia (come si & gia osservato in 24.1.1) una primitiva di < in

R\{0}, non si puo scrivere f% dr=In(|z|)+ec.
Infatti la funzione f definita ponendo:

_(In(—2)4+1 sexe(—oo,0)
fz) = {In(m)+2 sez € (0, +o0)

& una primitiva di - in R\{0}, ma non differisce da In( | = | ) per una funzione costante.

x

Nel seguito di questo capitolo supporremo fissato un insieme | C R e col termine
“primitiva” intenderemo sempre “primitiva in 1”.

Ci fara anche comodo la seguente notazione: se A, B sono insiemi di funzioni R — R,
A € Refeunafunzione R — R, indicheremo con A + B I’insieme delle funzioni R — R che
si possono scrivere nella forma a 4+ b con a € A e b € B; indicheremo con AA I’insieme delle
funzioni R — R che si possono scrivere nella forma Aa con a € A; e indicheremo con f — A
I’insieme delle funzioni R — R che si possono scrivere nella formaf —acona € A.
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24.2 - Ricerca di primitive.

Per la ricerca di primitive si possono utilizzare “alla rovescia” le informazioni raccolte
nel capitolo 18 (e particolarmente nelle sezioni 18.2, 18.6, 18.7 e 18.8) sulle derivate delle
funzioni elementari e di quelle che si possono ottenere da esse mediante somma, prodotto,
quoziente, elevamento a potenza e composizione.

Si ha cosi che:

— una primitiva della funzione costante uguale a zero € una funzione costante
qualsiasi;

— una primitiva della funzione =" & la funzione ﬁx”“ (se n # — 1, altrimenti si
veda I’esempio 24.1.1);

— una primitiva della funzione sin(z) é la funzione — cos(z);

— una primitiva della funzione cos(z) € la funzione sin(x);

— una primitiva della funzione e* & la funzione e* stessa;
ecc., ecc..

Lo studente che si fosse costruito una “tabella” con le derivate delle funzioni
elementari é invitato a dedurne una con primitive delle stesse funzioni (ma per, ad es., una
primitiva della funzione In(x), si veda 24.3.4; per una primitiva della funzione tg(zx), si veda
24.4.5).

Dal teorema 18.6.2 si ottiene poi il

[Teorema 24.2.1]

Siano f, g funzioni I — R che ammettono primitiva, e sia A € R. Allora anche f+ g e Af
ammettono primitiva, e si ha

JE+o=Jf+fg e  [A)=A[f.

Dimostrazione — Per provare che [(f+g) = [f + [g, si devono dimostrare le due
inclusioni

JE+oc[f+Jg e [T+ [gc [(F+0).
Sia he [(f+9); scelto Foe [f,é h=F,+(h—F) e si tratta di verificare che
h—F, € [g:ineffetti,(h—F,)’ =h"—F, =f+g—f=g.

Siano ora Foe [f e G € [9; allora Fo+Go€ [(f+09) perché
(Fo+Gy)’ =F, +G, =f+g.
Analogamente si prova che [(Af) = A [f.
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24.3 - Ricerca di primitive “per parti”.
[Teorema 24.3.1]

Siano f, g funzioni I — R, e sia F, una primitiva di f. Se F,g’ ammette una primitiva, anche
fg ammette una primitiva, e si ha

ffg = Fog—fFog1-
Dimostrazione — Si devono provare le due inclusioni
Jfg CFg— [Fog’ e Fog — [Fog’ C [fg.

Sia he [fg; allora h=Fg—(F,g—h), e si tratta di verificare che
Fog —h € [F,g’. In effetti, ricordando 18.6.2 e 18.6.4 si ha

(Fog —h)" = (Fog)’ —h" =Fyg+ Fig” — fg = fg + Fig” — fg = Fyg”
perché F, =feh’ = fg.

Viceversa, sia ke [F,g’; si tratta di verificare che F,g—k e [fg. In effetti,
ricordando 18.6.2 e 18.6.4 si ha

(Fog — k)" = (Fog)’ — K’ = Fyg+ Fog’ — Fog’ = Fyg = fg
poiché k’ = Fyg’ e F, = f.

In pratica, il teorema 24.3.1 riconduce la ricerca di una primitiva del prodotto fg alla
ricerca di primitive di f e di F,g’ (essendo F, una primitiva di f); & chiaro che tale teorema
non risolve quindi in generale il problema di determinare una primitiva del prodotto fg
conoscendo una primitiva di f e una primitiva di g. In effetti non é detto in generale che un
prodotto di funzioni elementari abbia una primitiva esprimibile mediante somme, prodotti,
quozienti, potenze, ecc. di funzioni elementari.

Nel seguito di questi appunti, quando ci sara occasione di applicare il teorema 24.3.1
useremo la seguente notazione: porremo una freccetta T rivolta verso I’alto sopra quello dei
due fattori del quale si va a considerare una primitiva, e porremo una freccetta | rivolta verso
il basso sotto quello del quale invece si va a considerare la derivata. Scriveremo cioe, se F, €
una primitiva di f,

1
f

f :Fog—fl:og,.

g
l

|Esempio 24.3.2]
Sial = RR. Si ha

f:f COST(:I:) dz = xsin(z) — [sin(z) dz = asin(z) — (- cos(x)) + ¢ = xsin(x) + cos(z) + c.
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|Esempio 24.3.3|
Sial = RR. Si ha

=ze' — [e"dr=ze" —e"+c=¢"(x—1) +ec.

[Esempio 24.3.4 (quasi un gioco di prestigio!)|
Sial =R*.Siha

fln(m)dx:fln(x)-{ dz = zIn(z) — [z %daf;:
!

=zlIn(z) — [1dz =zIn(z) —z+c=z-(In(z) — 1) +c.

[Esempio 24.3.5]
Sia | = R. Si ha

fef cos(x) dx = e”sin(z) — [e”sin(x) dz
e analogamente

fel"’sin(x)d:z:: " (—cos(xz)) — [e* (—cos(x))dzr = —e*cos(z) + [e* cos(z) dx.

Sia P una primitiva di e” cos(z) : si & dunque trovato che
P =e”sin(z) + e* cos(z) — (P + 1)
con ¢; € R; ne segue
2P = e*sin(x) + e” cos(x) — ¢;
da cui infine, posto ¢ := — 3¢,

P = 5 e’ (sin(x) 4+ cos(x)) + c.

NO|—
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24.4 - Ricerca di primitive per sostituzione.
[Teorema 24.4.1]

Siano f, g funzioni I — R con g derivabile in I, e sia F, una primitiva di f. Allora F, o g € una
primitiva di (fo g) - g’, ossia

)) € [f(g( x)dz.

Dimostrazione — Si tratta di dimostrare che la derivata (rispetto a z) di Fyog €
(fog)-g’; macio segue subito dal teorema 18.7.1.

In pratica, per applicare il teorema 24.4.1 si procede come segue (e si dice che si opera
“per sostituzione”):

Si pone ¢ := g(x); quale artificio mnemonico, si scrive di conseguenza

dt = g’(x)dx
o e, : oy d9(@) _ dt
(si rlcordl Ia notazione “storica” della derivata, per la quale g’(x) = dx)' Allora
J1(9( x)dz diventa [f(t)d¢; si giunge cosi a considerare una primitiva Fy(¢) di f, e

sostltuendo nuovamente g(x) atsiricava infine la Fy(g(x)).

|Esempio 24.4.2|

Sia | = R. Calcoliamo [ sin(z) cos(z) dx
procedendo per sostituzione. Poniamo ¢ := sin(xz) e scriviamo  dt = cos(z) dz.
Siottiene  [tdt = ¢+ ¢ dacui, sostituendo a ¢ nuovamente sin(z),

[sin(z) cos(z) dz = §sin®*(z) + c.

|Esercizio 24.4.3]

Sia I = R. Calcoliamo [ sin(z) cos(z) dx

procedendo ancora per sostituzione ma ponendo questa volta ¢ := cos(x), da cui
dt = —sin(z) dz.

Siottiene [(—t)dt = — [tdt = — t*+ ¢ dacui, sostituendo a¢ nuovamente cos(z),
[sin(z) cos(z) dz = — Jcos?(z) + c.

Questo risultato & coerente con quello trovato nell’esempio 24.4.2?
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|Esempio 24.4.4]

Sia | =[5, + o0). Calcoliamo [z -z —5dx procedendo per sostituzione.

: . — o 1 S
Poniamo ¢ := v/ — 5 e scriviamo dt = oo 5 dz (da cui dz = 2¢dt).

. :I/‘_
Inoltre, z = ¢ + 5. Si & cosi ricondotti a calcolare
[t +5)-t-(2tdt)
ossia J(2t* +10%) dt = 2 [t*de + 10 [t* dt = 27 + P43 + ¢
da cui, sostituendo a ¢ nuovamente /x — 5,

[z -z —5dz=2\/(z—5) + 3/ (z-5) +c.

|Esempio 24.4.5|

Sial = (=%, ). Calcoliamo [ tg () dz (z f sin(z) dx) procedendo per sostituzione.

cos(z)
Poniamo ¢ := cos(z) e scriviamo dt = — sin(z) dz. Ci si riconduce cosi al calcolo in (0, 1) di
[—ttdt= —In(t) +c.
da cui, sostituendo nuovamente cos(z) = t, [tg(z)dz = — In(cos(x)) + c.
Allo stesso modo si trova, per | = (%, 37), [tg(z)dz = — In( — cos(z)) + c.
[Teorema 24.4.6|

Sia g una funzione I — R derivabile in I. Allora

in(o@)) € [ L5 do

e(sen #1)

1 9’(x)
(1-n)(g(z))" " ef (g(x))" da

Dimostrazione — Basta procedere per sostituzione, ponendo ¢ := g(x).
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24.5 - Esempi ed esercizi sulla ricerca di primitive.
|Esempio 24.5.1|
Sial = (1, 4+ c0). Si ha

[0 gz = [ In(In(z)) - o7 - & - In(z) do =

!
= In(In(z)) - In(z) — [L dz = In(In(z)) - In(z) — In(z) + ¢ = In(z) - (In(In(z)) — 1) +c.

|Esempio 24.5.2|
Sial = (0, + c0). Si ha

Jeos(In(z)) dx = fI -COS(T(I‘))dLL’ =
= z-cos(In(z)) — [z - (—sin(In(z))) - L dz = =z-cos(In(z)) + [sin(In(z))) dz.
Analogamente,

[sin(In(z)) dz = f{ -sin(In(z)) dz = z - sin(In(z)) — [z - cos(In(z))) - L dz =
l
=z -sin(In(z)) — [cos(In(z))) dz.

Sia P una primitiva di cos(In(z)) : si & dunque trovato che
P =z -cos(In(x)) + z - sin(In(x)) — (P + )
con ¢, € R; ne segue 2P =z -cos(In(z)) + = - sin(In(z)) — ¢
da cui infine, posto ¢ := — 1¢,, P = 3z (sin(In(z)) + cos(In(z))) + c.

|Esempio 24.5.3|
Sial = RR. Si ha

[sin?(x) d:zz:—fsmT ) -sin(z) dz = —sin(z) - cos(z) + [cos*(z) dz =

= —sin(z) - cos(z) + [(1 —sin*(x))dz =
= —sin(z) - cos(z) + [1dz — [sin*(z)dz = — sin(z) - cos(x) + = — [sin?(z) dz.

Sia P una primitiva di sin?(z) : si & dunque trovato che
P = —sin(x)-cos(z) +z — (P+c1)
con ¢; € R; ne segue 2P = —sin(z) - cos(z) + = — ¢

da cui infine, posto ¢ := — 3, P = 3 (z — sin(z)cos(z)) + c.
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[Esempio 24.5.4|
Sial = R. Si ha

=z — 1(z —sin(z)cos(z)) — ¢ = 3(z + sin(z)cos(z)) — c.

|Esempio 24.5.5]

Sia | = R. Calcoliamo [(5z +3)*"dz procedendo per sostituzione.
Poniamo ¢ := 5z + 3 e scriviamo dt = 5dz
dacui dz = % dt. Ci si riconduce cosi al calcolo di
1 27 1 1 428
da cui, sostituendo at nuovamente 5x + 3,

[(5z +3) dz = 5 (5z + 3)® + .

[Esempio 24.5.6]

Sia | = R. Calcoliamo  [cos*(z)dz  procedendo per sostituzione.
Scriviamo innanzitutto
fcos?(z) dx = [cos(z) - cos?(z) dz = [cos(z) - (1 — sin*(z)) dz.
Poniamo ¢ := sin(z) e scriviamo
dt = cos(z) dz.
Ci si riconduce cosi al calcolo di
JA-)dt=t— 3t +c
da cui, sostituendo a ¢ nuovamente sin(x),

Jcos?(z) dz = sin(z) — isin®(z) + c.

|Esercizio 24.5.7]

Sial =R. Sicalcoli  [cos?(z)dz procedendo per parti.
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|Esempio 24.5.8|
Sia I = R. Calcoliamo [3\/1+ 3sin(z) - cos(z) dz

procedendo per sostituzione.

Poniamo ¢ := 1 + 3sin(z) e scriviamodt = 3 cos(z) dz.
Poiché
[3/1+3sin(z) - cos(z)dz = % [ 3/1 + 3sin(z) - 3cos(z
ci si riconduce al calcolo di
Litsdt =103t +e= L+
da culi, sostituendo a ¢ nuovamente 1 + 3sin(x),

J3/1+3sin(z) - cos(x)dz = L 3/(1+3sin(z))" +c.

[Esempio 24.5.9

. . Sln . .
Sial = (-7, 7). Calcoliamo f \/F procedendo per sostituzione.

Poniamo ¢ := cos(z) e scriviamo dt = —sin(z) dz.

Ci si riconduce cosi al calcolo di
—f Ldt=— [tadt= —2t1+c= — 2/t +¢

da cui, sostituendo a ¢ nuovamente cos(z),

f\/s:;T x = —24y/cos(x) + c.

2
245.10] Calcolare fwﬁdx 24511] Calcolare [ |z | dz.
245.12) Calcolare  [/z In(z)dz . 24513 Calcolare | —r—= > du.

24514 Calcolare [ T
—T
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24.6 - Una primitiva per le funzioni razionali.

Siano a(z), b(x) due polinomi a coefficienti reali nell’indeterminata x; in questa
sezione descriviamo un algoritmo che consente (purché si riesca ad effettuare la
fattorizzazione di cui al terzo passo!) di ottenere una primitiva della funzione (“razionale”)

a(x : : o : . e
%. Notiamo che in generale le primitive di una stessa funzione razionale non differiscono

fra loro per una costante (cfr. esempio 24.1.6).

a(z)

Stiamo considerando una funzione razionale B con a(x) e b(x) polinomi a coefficienti

reali nell’indeterminata x. Se il grado di a(x) € maggiore o uguale del grado di b(x), si
effettua la divisione euclidea in modo da ottenere due polinomi q(z) e r(z) tali che

a(z) = q(z)b(z) + r(z)
col grado di r(z) minore del grado di b(x); cosicché

a(r) _ qr)blr)+r(z) _ r(z)

bz) — b)) — 9@+ 3
col grado di r(z) minore del grado di b(z).

a(x)

Per il teorema 24.2.1, una primitiva di Blx) si ottiene sommando una primitiva di

r(z)

g(x) e una primitiva di B Sappiamo (essenzialmente grazie ancora al teorema 24.2.1)
come ottenere tutte le primitive della funzione polinomiale q(x). Nei passi successivi vedremo
come ottenere una primitiva per la funzione razionale % nella quale il grado di r(x) é
minore del grado di b(x).

Se il grado di a(x) € gia in partenza strettamente minore del grado di b(x), si pone
r(x) := a(x) e si procede secondo i passi successivi.

|Esempio 24.6.1|

Sia data la funzione razionale

425 —62°+132*— 1423 +1622—9x+4
219 —2x44+4x3 — 422 +2x—2

Effettuando la divisione euclidea tra numeratore e denominatore, la possiamo scrivere come

i 3zt —2x3+8x%—3x+2
200 -2zt 443 —A4x2 20 —2

(2 —1)



Marco Barlotti - appunti di ISTITUZIONI DI MATEMATICA - vers. 2.22 - Pagina 241

|Secondo passo]

r(z)

Stiamo ora considerando una funzione razionale B nella quale il grado di r(x) € minore

del grado di b(z). Se il coefficiente del termine di grado massimo di b(x) &€ «, possiamo
scrivere b(x) = ab,(x) con b,(z) polinomio nel quale il coefficiente del termine di grado
massimo € 1; sara allora

r(z) r(z)
b(z) ~— ab,(z)

_ 1
T«

e infine, per il teorema 24.2.1,

S 56y o= &S By

Dunque nel seguito descriveremo come trovare una primitiva per la funzione razionale

r(z)
b, (z)

nella quale il polinomio b, (x) ha il coefficiente del termine di grado massimo uguale a 1.

|Esempio 24.6.2]

Data la funzione razionale

3zt —2234-822—3242
200 —2xt 4403 —4x2 22 —2

siha 22° —22% + 423 — 42 + 22 —2=2(2° — 2 + 22 — 222 + 2 — 1) edunque

3zt —2x34-82%—3x+2 de — _ 1 3zt —2234-82% 3142 d
205 — 20t dxd— 4?1252 2 J 223222z —1

r(z)

Stiamo ora considerando una funzione razionale @) nella quale il grado di r(x) € minore
1

del grado di b, (x), e il coefficiente del termine di grado massimo in b, (z) é 1.

Fattorizziamo b, (z) scrivendolo come prodotto di polinomi irriducibili: si puo dimostrare che
tali polinomi irriducibili sono tutti di primo o secondo grado e hanno ciascuno il coefficiente
del termine di grado massimo uguale a 1. Sara dunque

(¥) bi@@)=@—a)” ... (x—a)™ @ +px+q)™- ... @*+px+q)™.

Notiamo esplicitamente che questa fattorizzazione esiste certamente (lo si pud dimostrare) ma
non conosciamo un algoritmo per ottenerla.
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[Esempio 24.6.3]

Sia  by(z) :=2° —2* 4+ 22% — 222+ 2 — 1. Poiché by(1) = 0 (la scelta del valore 1 come
possibile radice del polinomio pud essere suggerita dall’intuito, oppure dalla teoria delle
“equazioni reciproche”, oppure da un clamoroso colpo di fortuna), si ha che b,(z) é divisibile
per x — 1. Effettuando la divisione, si ottiene che  by(z) = (x — 1)(z* + 222 +1) edé
facile riconoscere che z* + 222 4+ 1 = (2 + 1)? con 2 + 1 irriducibile. Dunque si ottiene la

fattorizzazione bi(z) = (x — 1)(z* + 1)%
r(z)

Stiamo ancora considerando una funzione razionale MoK nella quale il grado di r(x) €
1
minore del grado di b, (x), e il coefficiente del termine di grado massimo in b,(z) e 1.

r(z)

Si scrive ora b.(2) come somma di particolari funzioni razionali nel modo seguente:
1

— per ogni fattore di primo grado (x —a) che compare (con esponente n) nella
fattorizzazione (%) che abbiamo trovato per b,(x) nel terzo passo, si considerano n addendi

della forma
Al A2 An
z—a ' (r—a)?’ ' (z—a)”
con A, A, ..., A, numeri reali;

— per ogni fattore di secondo grado (z? + px + q) che compare (con esponente n)
nella fattorizzazione () che abbiamo trovato per b,(x) nel terzo passo, si considerano n
addendi della forma

B]ﬂU“r‘Cl BzﬁE"‘CZ Bn,$+Cn
2+pr+q ' (22+pr+q)? ' ' (224prtq)”
conB,, B,,...,B,, C,C,, ..., C,numeri reali.

I numeri A;, B;, C; si determinano come segue: si scrive esplicitamente la somma di

r(z)

tutti gli addendi come sopra considerati (che deve uguagliare b.(@) ); si riducono gli addendi

allo stesso denominatore b,(z); si esegue la somma degli addendi effettuando gli opportuni
calcoli al numeratore, semplificando, e ordinando il numeratore cosi ottenuto secondo le
potenze decrescenti della x; si impone che il numeratore abbia ordinatamente gli stessi
coefficienti di r(z): cio da luogo a un sistema lineare, che si risolve con le tecniche viste nel
capitolo 20. Si puo dimostrare che tale sistema lineare ha sempre esattamente una soluzione.

Per il teorema 24.2.1, potremo ottenere una primitiva di br(é,)) , € quindi poi una
1
primitiva di %, se saremo in grado di determinare una primitiva per le funzioni
A?‘L e B71x+C71
(@—a)" (@ +prtq)”

(quando il trinomio x? + px + ¢ & irriducibile).
E a questo problema che ci dedicheremo nel resto di questa sezione.
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[Esempio 24.6.4|

Applichiamo il procedimento descritto nel “quarto passo” alla funzione razionale

3t =203 4812 — 3142
2 —xA 423 —2x2 41 —2

sapendo che (come si € visto nell’esempio 24.6.3)
20—zt 420 - 22+ -2 = (x — 1)(2® + 1)%.

Dobbiamo cercare dei numeri reali A, B, C, D, E in modo che sia
3rt—22348x2—3x+2 A Bx+C Dx+E

D423 252 4a—2 — a—1 T o241 T (x24+1)% -

Siha
A Bz+C Dxz+E A(z?4+1)>+(Bz+C)(z—1)(z>+1)+(Dz+E)(z—1) _

-1 T 241 T @) T (-1 (z2+1)?

_ (A+B)2*4+(—B+C) 2*+(2A+B—C+D) 2*+(—B+C—D+E) z+(A—C—E)
- 2 —xt 4223 222 +x—2

cosicché deve essere
A+B=3
-B+C= -2

() 2A+B-C+D=38
-B+C-D+E= -3
A-C-E=2

e siamo ricondotti a risolvere il sistema lineare (°) nelle incognite A, B, C, D, E. La sua
matrice

1 1 0 0 0 3
0 -1 1 0 0 -2
2 1 -1 1 0 8
0o -1 1 -1 1 =3

1 0 -1 0 -1 2
si riduce mediante le seguenti operazioni elementari sulle righe Ry, Ry, R3, Ry, R5 :
R; := R3 — 2Ry;
R; .= Ry — Ry;
Ry = R4+R3,
Ry < Ra;
R; := Rs; + R3 + Ry;
ottenendo
1 1 0O 0 0 3
0O -1 -1 1 0 2
o -1 1 0 0 -2
o -2 0 01 -1
0 -4 0 0 0 —4
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da cui il sistema lineare, equivalente a (?),

A+B=3
—-B-C+D=2
-B+C= -2
-2B+E= -1
—4B = —14

e quindi, ricavando successivamente B (dall’ultima equzione), E (dalla quarta equazione), C
(dalla terza equazione), D (dalla seconda equazione) e A (dalla prima equazione),

da cui infine

3z 2234822 -3x42 2 n z—1 n 2z+1
-t 223 222 4x—-2 — x—1 | (x2+1)2 -

b

(z—a)"

Una primitiva per la funzione razionale

Si procede per sostituzione (cfr. sez. 24.4), ponendo t:=x—a cosicché dt=dzx;
b

siamo cosi condotti a determinare una primitiva per - (ossia, per bt™") .

Si trova cosi che:

se n = 1, una primitiva per la funzione razionale a:bTa e bIn(jz —al);

b

¢ T)—ay T -

se n # 1, una primitiva per la funzione razionale (:L"—ba)”
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[Esempio 24.6.5]

Cerchiamo una primitiva per la funzione razionale L . Poniamo ¢:=x — 1, cosicché

siamo ricondotti a calcolare
2 : .
- dt ossia 2[t 1 dt.

Poiché una primitivadi ¢! € In(|¢t|), una primitiva per la funzione dataé 2-In(|z — 1|).
Si noti che, poiché le primitive di ¢~! non differiscono tutte per una costante (cfr. esempio
24.1.6), non si puo scrivere

2
[=2r=2-In(lz — 1)) +¢

|Esempio 24.6.6|

Cerchiamo una primitiva per la funzione razionale ﬁ .

Poniamo t := z + 3, cosicché siamo ricondotti a calcolare ftld dt ossia 7 [t °dt.

- s - -y - - _rE N 1 —4 - .y - N —7
Poiché una primitivadi t™> e — ¢ t°% unaprimitiva per la funzione datae —— = @ra)

Le primitive della funzione ( az-+b quando il trinomio x> + px + ¢ & irriducibile

x>+ prtq)"

Osserviamo subito che, poiché x2 + pz +q # 0 per ogni z € R (altrimenti il trinomio

x2 4+ px + ¢ non sarebbe irriducibile!), la funzione % ha per dominio R e quindi

(per il teorema 24.1.5) due sue primitive qualsiasi differiscono per una funzione costante.
Consideriamo in primo luogo il caso in cui a # 0. Osservando che

a 2:B+p+(——p) _
2 (2 +px+q)"

ax+b
(2 +px+q)"

2otp L a (2_b 1

a  __2r4p — ) NN S
2 (x®+pr+q)" a P) @Fprtqy

Si puo scrivere

az+b _ 2x+p a (2b f 1
f ($2+px+q)” f (x2+px+q)” T (a p ) (z24-pz+q)" dz.
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Al primo addendo del secondo membro si pud applicare il teorema 24.4.6 (con
g(x) == 2> + pzx + q), dunque siamo ricondotti a determinare le primitive di

1
(z2+pr+q)* -
Se invece a = 0, basta osservare che

b _ 1
f (x2+px+q)" da:—bf (2 +px+q)" d

per essere comungue ricondotti a determinare le primitive di

1
(22 +px+q) -

A tale scopo, si procede per sostituzione (cfr. sez. 24.4) ponendo t¢:=x+ & , da cui
dt = dz, > =22+ pz+ £ e quindi

fmd“f (tz 1&))” dt .

Poiché il trinomio 22 4 px + ¢ ¢ irriducibile, certamente si ha p> — 4¢ < 0 e dunque

2
q—pT>O.

Posto m? :=¢q — PTZ dobbiamo quindi calcolare

1
J e

A tale scopo, cominciamo col considerare il caso in cui n = 1; calcoliamo cioe

1
fmdt-

Si procede ancora per sostituzione, ponendo y = % dacui t =my equindi dt= mdy.

Siamo cosi ricondotti a calcolare

1 1 1 1 1
fmmd?J:fmmdyz =/ T Qv = 7 arctg(y) +

e dungue

fﬁdt: %arctg(%>+c.
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. : r+5
In conclusione, per n = 1, ricordando che y = % = 22 , Si e trovato che
9= T
1 1 x—i—%
dr =

Zpitq 2 arctg —p2 + c.
-1 91

Vediamo infine come calcolare

1
J i

quando n & un numero naturale maggiore di 1.

Con un artificio, basato sulla “ricerca per parti” (cfr. sez. 24.3) ci ricondurremo al calcolo di

1
f (t2++m?2)n—1 dt
e quindi, dopo n — 1 passi, al calcolo di

1
f 24m? dt
che abbiamo gia risolto con la F.1.
In effetti, si ha
1 1 2=n)t .
f (t2—|—m2 e 0t = fl @yt U= (t2+m2 ft Ermyr 4=
!

_ ot L
- (t2—|—m2)”—1 + 2(” - 1)f (t2+m2)”’ dt -

ot (Erm®—m?
- (t2+m2)n—1 + 2(” - 1)f (t2_|_m2)n dt -
ot t2+m? m?> _
= @y T2 Df( (t2+m?) (t2+m2 ) dt =

14 1
= e + 20 =0 [ e -2 o [ gl

da cui

1 14 1
2(n — l)mf E+m2)" di = (EFm2)nT + (2n — 3)f (EFm2)nT di
e quindi

1 B t (2n=3) f 1
f (t2+m?2)n dt = 2(n—1)m2(t24+m?2yn—1 + 2(n—1)m? (t24+m?2)yn—1 dt

come si voleva ottenere.
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In particolare, per n == 2, si ha
1 t
f @1y U= gy t 2m2 f 7T

e quindi, tenendo conto della F.1,

1 t 1 t
f (t2—|—m2)2 dt = ng(t2+m2) + 2m3 arCtg(%) + c.
|Esempio 24.6.7|
. z—1
Calcoliamo fo—H dz.

Cercando di ottenere come addendo al numeratore la derivata del denominatore, scriviamo

z—=1 1 20-2 2z 1
2241 T 2 2241 2241 2241

_ L
~ 2

cosicché

-1 1 2
ff%ldx =7J) e f w241 0T = _In(x 1) - arctg@) + c.

[Esempio 24.6.8]

. 2x+1
Calcoliamo [CEs H)Q

Poiché al numeratore compare gia come addendo la derivata della base del denominatore, si ha
22+1 f f 1
f wire ¢ (= 2+1)2 dz+ | Gz 4 =

_ x=2 1
= _ x2+1 + 2(x2+1) + arctg(z) + ¢ = 211) + sarctg(x) + c.
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[Esempio 24.6.9]

_ 4x+18

Calcoliamo @ +62+13)7 +13)2

Cercando di ottenere come addendo al numeratore la derivata della base del denominatore,
scriviamo

4x+18
(x24+6x+13)?

_9. 224643 _
=2 @6 r13)2

2246 1

=2 re+13)2 T 0 Preat3)

cosicché

_ 4x+18 f 2246 f 1 (30.4.5)
(@2 +62+13)2 dz =2 (@2+62+13)2 dz +6 (22+62+13)? dz ==

(30.4.5) —2 f 1
=" 2T6r13 T 8) @rearmyr I

Poniamoora t := x + 3, cosicché z2+6x+13=t2+4 e dx = dt. Poiché

1 t 1 t
f ez U= g@rny g arctd(m) +e

si ha

1 . 43 r+3
f @ +60113)7 9 = 3@ t6ar13) T 16 a”‘tg( 2 )*C

e dunque infine

d+18 1 3+l 3 +3
@H6o13) = T Pieeriz T8 arCtg( 2 )*C-
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|Esempio 24.6.10]

Cerchiamo una primitiva per la funzione razionale

425 —62°+132*— 1423 +1622—92x+4
200 =i 4+-4x3 —4x2+2x—2 '

tenendo conto dei risultati ottenuti negli esempi precedenti. Si ha:

f 425 —62°+132* — 142’ +1622 —9z+4 4z G058 D)
200 =24+ 43 — 4224220 —2 ro=

(30.6.1) f f 3zt —2234+ 822 — 342 _
- (22 —1)dz + 210 =2zt 443 — 422420 —2 dz =

2 1 [ _32'—24%482*— 3242
=TTty f P —xt4223 222 +x—1 d

32! —22°48s° 3242 , (30.6.1) f 2 f f 2741
o —xt 42203 222+ —1 dz dz + 22+1 dz + (z 2—i—l)2

Per quanto visto nell’esempio 24.6.5, una primitiva per % e 2-In(Jz — 1|). Tenendo
conto anche degli esempi 24.6.7 e 24.6.8, si puo concludere che una primitiva per

3x1—22348x%— 3242
o —xt 4223 222+ —1

In(|xz —1]) + %In(x2 + 1) — arctg(z) + 2(‘;2—_31) + %arctg(x)
ossia

2-In(Jz — 1) + 5 In(z* + 1) + 2(22;% — Sarctg(z)
e dunque una primitiva per

20 —625+13x* — 1423 +1622—9z+4
205 —2xt 4453 —Ax2 22 —2

2 — 4+ (e — 1)) + T In@? + 1) + 4(§2f1) + arctg(@).
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25.- ELEMENTI DI CALCOLO INTEGRALE

25.1 - Introduzione.

Sia [a, b] un intervallo limitato e chiuso di numeri reali, e sia f: R — R una funzione
definita su [a, b] superiormente limitata e non negativa. Si dice trapezoide individuato da f su
[a, b] I’insieme

{P € P dicoordinate (z,y) /a <z <b,0 <y < f(z)}

ossia la porzione finita di piano delimitata dalle rette di equazioni x =a, y =0, x = b e dal
grafico di f.

Per molte questioni ha interesse determinare un numero che possa essere considerato
I’area del trapezoide individuato da f su [a, b]. Ci0 & facilmente realizzabile in alcuni casi
particolari, per i quali il trapezoide & una figura nota dalla geometria elementare: se f é la
funzione costante uguale a ), il trapezoide individuato da f e il rettangolo di base b —a e
altezza \; la sua area € dunque A\(b — a); se f:=id[, ¢, il trapezoide individuato da f ¢ il
trapezio di base minore a, base maggiore b e altezza b —a; la sua area e dunque
L0 - a?).
2

25.2 - La definizione di integrale per una funzione non negativa superiormente limitata.

Sia [a, b] un intervallo limitato e chiuso di numeri reali, e sia f: R — R una funzione
definita su [a, b] superiormente limitata e non negativa.

Per ogni scelta ¥ di un numero finito di punti z,, x., ..., x,, tali che
a<x <Ty<...<x,<b,
posto x, == a € x, 1 := b, sianoperi =0, ..., n

e; I’estremo inferiore di f in [z;, zi41] (3°) ;
E; ’estremo superiore di fin [z;, z;,1] (35) ;
e si ponga

n n
— . 9.
oy = Zei($i+1 - .’L‘i), o~ = ZEi(:CiJrl - ZIZ‘Z)
i=0 i=0
35 "estremo inferiore esiste per la completezza di R, perché per ipotesi f & inferiormente limitata (da
0).

36 "estremo superiore esiste per la completezza di R, perché per ipotesi f & superiormente limitata.
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Si noti che ciascun addendo e;(z;+; —x;) che compare nella definizione di oy
rappresenta I’area del rettangolo di base (z;;1 — x;) e altezza e;; un tale rettangolo si puo
considerare “inscritto” nel trapezoide individuato da f su [z;, z;11] e la sua area puo essere
vista come un’approssimazione per difetto dell’area del trapezoide. Di conseguenza oy Si puo
considerare un’approssimazione per difetto del numero che vogliamo definire.

Analogamente, ciascun addendo E;(x;+; — x;) che compare nella definizione di oV
rappresenta I’area del rettangolo di base (x;,; — x;) e altezza E;; un tale rettangolo si puo
considerare “circoscritto” al trapezoide individuato da f su [z;, z;,1] e la sua area puo essere
vista come un’approssimazione per eccesso dell’area del trapezoide. Di conseguenza ¢ si pud
considerare un’approssimazione per eccesso del numero che vogliamo definire.

Sia A una limitazione superiore per f in [a, b]: allora e; < A per ogni i e per ogni ¥,
dunque
n n n
oy = €i(Tiy1 — i) < AN@ip1 — @) = A Y (@i — x) = A(b — a)
i=0 i=0 =0
ossia I’insieme dei oy & superiormente limitato; per la completezza di R, esiste
Sup oy.

Analogamente, poiché o” > 0 per ogni ¥ (essendo per ipotesi f non negativa e dunque
e; > 0 per ogni 1), I’insieme dei ¢ & inferiormente limitato; per la completezza di R, esiste

inf o,

La funzione f si dice integrabile (secondo Riemann) su [a, b] se risulta
sup oy = inf o”,

In tale caso, il numero sup oy ( = inf ¢”) si dice integrale di f su [a, b] (oppure integrale di f
tra a e b; i numeri reali a e b si dicono estremi di integrazione) e si indica col simbolo

; b
[f(x)dx o anche col simbolo [f.

L’integrale di f su [a, b] viene assunto come area del trapezoide individuato da f su [a, b].

[Esempio 25.2.1]

Sia A € R, e sia f la funzione costante uguale a \. Si verifica facilmente che f e integrabile su
ogni intervallo [a, b] C R, e che si ha

b
JAdz = A\(b—a).
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[Esempio 25.2.2]

Sia f la funzione di Dirichlet su [0, 1] cosi definita:

_J1 sex €Q
f(z) = {2 sex ¢ Q.

La funzione f non & integrabile su [0, 1] perché oy =1 e o” = 2 per ogni scelta ¥ di un
numero finito di punti tra 0 e 1 (ogni intervallo [z;, z;11] comprende infatti sia numeri
razionali sia numeri irrazionali).

25.3 - Prime proprieta dell’integrale.

[Teorema 25.3.1]

Sia [a, b] un intervallo limitato e chiuso di numeri reali, e siano f, g funzioni R — R definite
su [a, b], superiormente limitate e non negative. Se f e g sono integrabili su [a, b], anche f+ g
loe, esiha

&[f+g ff+fg

Dimostrazione — Omettiamo la dimostrazione di questo teorema.

[Teorema 25.3.2]

Sia [a, b] un intervallo limitato e chiuso di numeri reali, e sia f una funzione R — R definita
su [a, b], superiormente limitata e non negativa. Se f & integrabile su [a, 0], allora

(1)  comunque presi «, 5 € [a, b] (con a < f), f & integrabile su [a, f];
(2)  perognic € (a,b)siha

Dimostrazione — Omettiamo la dimostrazione di questo teorema.
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25.4 - Estensione della definizione di integrale alle funzioni che assumono valori negativi.

[Teorema 25.4.1]

Sia [a, b] un intervallo limitato e chiuso di numeri reali. Allora

(1)  ogni funzione f:R — R definita su [a, b] e limitata si pud esprimere come
differenza di due funzioni definite su [a, b], superiormente limitate e non negative;

(2)  siano @i, @, hy, hy funzioni R — R superiormente limitate, non negative e
integrabili su [a, b]; se g — g2 = h; — hy, si ha

b b b b
Jo—[go= [ — [h.

Dimostrazione — Proviamo la (1).

Sia f: R — R definita su [a, b] e limitata e sia A una limitazione inferiore per f:se A >0, fé
essa stessa non negativa e si pudo scrivere f=f—0; se invece A <0 si ha
f=(f—-X)—(—X) con f—X e — X superiormente limitate e non negative.

Proviamo ora la (2).

Siano g, 9., hy, h, funzioni R — R superiormente limitate, non negative e integrabili su [a, b]
tali che g, — g, = h, — h, . Allora g, + h, = h, + g, e dunque per il teorema 25.3.1

b b b b
fg1+fh2:fh1+f92

come si voleva.

Sia [a, b] un intervallo limitato e chiuso di numeri reali, e sia f: R — R una funzione
definita su [a, b] e limitata. Si dice che f & integrabile (secondo Riemann) su [a, b] se esistono
due funzioni g,, g. definite su [a, b], superiormente limitate e non negative, integrabili
(secondo Riemann) su [a, b], tali che f = g, — g.; in tale caso il numero

b b
Joi—Jo
si dice integrale di f su [a, b] (oppure integrale di f tra a e b) e si indica col simbolo
b b
[f(z)dx o anche col simbolo [f.

Per il teorema 25.4.1, questa definizione € ben posta. Inoltre, se f & essa stessa non
negativa si puo porre f = f — 0; percio (cfr. esempio 25.2.1) questa definizione estende quella
data nella sez. 25.2.
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Si dimostrano gli analoghi dei teoremi 25.3.1 e 25.3.2. Precisamente:

[Teorema 25.4.2]

Sia [a, b] un intervallo limitato e chiuso di numeri reali, e siano f, g funzioni R — R definite
Su [a, b] e limitate. Se f e g sono integrabili su [a, b], anche f+ g lo &, e si ha

b b

f<f+g>=ff+fbg-

a a

[Teorema 25.4.3]

Sia [a, b] un intervallo limitato e chiuso di numeri reali, e sia f una funzione R — R definita
su [a, b] e limitata. Se f e integrabile su [a, b], allora

(1)  comunque presi «, 5 € [a, b] (con a < f), f & integrabile su [a, f];
(2)  perognic € (a,b)siha

|Osservazione 25.4.4]

Sia [a, b] un intervallo limitato e chiuso di numeri reali, e sia f una funzione R — R definita
su [a, b] e limitata. Se f € integrabile su [a, b], allora anche — f ¢ integrabile su [a, b] e si ha
b

fi-f= -t

a

[Teorema 25.4.5|

Sia [a, b] un intervallo limitato e chiuso di numeri reali, e sia f una funzione R — R definita
Su [a, b] e limitata. Sia A € R.

Se f & integrabile su [a, ], allora anche Af & integrabile su [a, b] e si ha
b

b
J(Mf) = A [T

Dimostrazione — Omettiamo la dimostrazione di questo teorema. Si noti comunque
che in base all’osservazione 25.4.4 ¢ sufficiente provare I’asserto per A € R*; e poi chiaro che
ci si riconduce subito al caso in cui f & non negativa su [a, b].
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[Teorema 25.4.6]

Sia [a, b] un intervallo limitato e chiuso di numeri reali. Ogni funzione continua in [a, b] &
limitata e integrabile su [a, b].

Dimostrazione — Omettiamo la dimostrazione di questo teorema. Si noti che I’ipotesi
di continuita in [a, b] comporta (per il teorema di Weierstrass, 16.2.2) la limitatezza in [a, b].

25.5 - Estensione della definizione di integrale fra a e b al caso in cui b < a.

Sia [a, £] un intervallo limitato e chiuso di numeri reali, e sia f una funzione R — R
integrabile su [a, 3] e limitata.

Se ¢ € [a, (], si pone per definizione

[f=o.

c

Tale definizione e suggerita dal desiderio di estendere il teorema 25.4.3 al caso in cui
¢ = a oppure ¢ = b: dovra infatti aversi per a, b € [, 5] (con a < b)

b a b b b
[f=[f+ [f= [f+ [f.
a a a a b

Siano infine a, b € [a, 5] con b < a. Si pone

Anche questa definizione e suggerita dal desiderio di mantenere la validita
dell’enunciato del teorema 25.4.3: dovra infatti aversi

a b a
0= [f=[f+ [f.
a a b

In effetti, si prova facilmente che con questa nuova definizione &
b c b
[f=[f+ [f

per ogni scelta di a, b, ¢ € [«, 5] (e quindi anche se ¢ ¢ [a, b]).
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25.6 - Il teorema fondamentale del calcolo.

Sia | un intervallo di numeri reali (non escludendo che possa essere | = R), sia f
integrabile su ogni intervallo chiuso contenuto in | e sia ¢ € I. Si dice funzione integrale
individuata da f e ¢ su | la funzione

x

Fe(x) = [f(t)dt.

c

|Teorema 25.6.1 (“Teorema fondamentale del calcolo”)

Sia I un intervallo di numeri reali, e sia f € C”(1).
(1) Per ogni ¢ € I, la funzione integrale individuata da f e ¢ su | € una primitiva di f in 1.

(2) Se I & un intervallo limitato e chiuso, | := [a, b], per ogni primitiva F, di fin [a, b] si ha

Jf(z)dz = Fy(b) — Fo(a).

Dimostrazione — Per il teorema 25.4.6, ha senso considerare la funzione integrale
individuata da f e c su I; sia essa F .

Omettiamo la dimostrazione del punto (1) e proviamo soltanto il punto (2).

E immediato che
b a b

Fy(b) — Fy(a) = [(t)dt — f f(t) dt = [f(¢) dt + fc f(t) dt = fc f(t) dt + f f(t) dt =

C b “' b
= [f(t)dt = [f(x)dz.

a

D’altro lato, per ogni primitiva F, di f in [a, b] esiste A € R tale che F, = F(, + A (teorema
24.1.5).

Dunque per ogni primitiva F, di f in [a, b] si ha
b
Fo(b) — Fo(a) = Fiy(b) + A — (Fo(a) + A) = Fy(b) — F(a) = [f(z) dz

a

come si voleva.
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|Osservazione 25.6.2|

Sia [a, b] un intervallo limitato e chiuso di numeri reali, e sia f € C"([a, b]). Per il teorema
fondamentale del calcolo (25.6.1), il problema di valutare

b

[f(z)dz

a
puo essere ricondotto a quello, gia considerato nel capitolo 24, di determinare una primitiva di
f in [a, b]. Vale la pena di osservare che tale procedimento teorico non e pero mai quello
effettivamente implementato per il calcolo numerico su elaboratore elettronico. Ai cosiddetti
“metodi numerici” per il calcolo degli integrali non possiamo tuttavia in questa sede nemmeno
accennare.

|Esempio 25.6.3|

Sia f la funzione R — R definita ponendo

_Jo0 sex <0
f(z) '_{1 sex > 0.
b
Ricordando che [f(x)dz per f limitata non negativa (e a < b) & stato definito in modo da

poter essere interpretato come I’area del trapezoide individuato da f su [a, b], non sorprendera
che si abbia

b 0 seb <0
(pera < b) Jf(x)dz =< b sea<0eb>0
a b—a sea > 0.

Poniamo Fg(z) :== [f(¢t)dt (cosicché Fg, e la funzione integrale individuata da f e 0).
0

0 sex <0
Fol?) = {x sex > 0.

Allora

La funzione integrale F, non é derivabile in 0, quindi non é una primitiva di f. Cio mostra che
la (1) del teorema fondamentale del calcolo integrale non vale se la funzione f non e continua.
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[Esempio 25.6.4|

8

Calcoliamo f( 2z +3\/x) dz.

0

Poiché la funzione y/2z + 3/« & continua in [0, 8], possiamo applicare il teorema 25.6.1.
Cerchiamo una primitiva di tale funzione: si ha

f( 2x -I-S\/E)dx:ﬁf:c%dx-l—fx%dx:ﬁ-%w%—l—%m%—l—c

e quindi

8
J (V2 43 ey de = (V2 - 2at 4 dod)) = 10,
0

|Esempio 25.6.5|

4
. In(x)
Calcoliamo f dz.
: \/E

Poiché la funzione integranda e continua in [1, 4], possiamo applicare il teorema 25.6.1.
Cerchiamo una primitiva di tale funzione: si ha

7
I% dr = flnix)x_% dz = 2\/5"1(95) —J % - (207) do =

=2\/z In(z) — Qfx_% dz =2\/z In(z) — 2(2\/z) + ¢ = 2\/z (In(z) —2) + ¢

e quindi

[ da = [2/& (@) = 2))) = 4(In(4) ~ 1),

|Esempio 25.6.6|

2
. 1
Calcoliamo f m de.
1

Poiché la funzione integranda e continua in [1, 2|, possiamo applicare il teorema 25.6.1.
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Cerchiamo una primitiva di tale funzione in [1, 2]: per calcolare

1
f Z(1+In(z)) 9%

si puo procedere per sostituzione, ponendo ¢ := 1+ In(x) e, di conseguenza, dt = % dz.

Ci si riconduce cosi al calcolo di ft‘l dt

e poiché x variatra 1 e 2 (e quindi ¢ variatra 1 e 1 + In(2), dunque ¢ > 0) si trova ad esempio
la primitiva In(¢). Percio, sostituendo at nuovamente 1 + In(x), si trova che in [1, 2] &

f—:l:(1+|1n(x)) dz = In(In(z) + 1)

e quindi

fm dz = [In(In(x) + 1)]f =In(In(2) +1).

|Esempio 25.6.7|

2

Calcoliamo fx V4 — x? dz.

0

Poiché la funzione integranda & continua in [0, 2], possiamo applicare il teorema 25.6.1.
Cerchiamo una primitiva di tale funzione: per calcolare

[ovi=a? do

si puo procedere per sostituzione, ponendo ¢ := 4 — 22 e, di conseguenza,
dt = — 2z dx.

Ci si riconduce cosi al calcolo di

1 3 3
—5f\/t_dt=—%-§t2+c= —3tr +ec

da cui, sostituendo a ¢t nuovamente 4 — z:2,

f.r\/4—x2 de = —%(4—:1:2)34-0.

e quindi
2

fa:\/4—:v2 do =[- 14 —-2?)] =&

0
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25.7 - Calcolo di aree mediante integrali.

Siano a, b numeri reali, e siano f, g funzioni R — R integrabili su [a, b]. Se
f(x) > g(x) per ogni = € [a, b], il numero reale

f(f(a) - o)) da

si assume quale area della porzione finita di piano delimitata dalle rette di equazioni
r=a e r=>b
e dai grafici delle funzioni f e g.

Tale convenzione copre una situazione piu generale di quella considerata in 25.1 ma é
con essa coerente: infatti se f & non negativa in [a, b] il trapezoide individuato da f in [a, b] € la
porzione finita di piano delimitata dalle rette di equazioni x = a e = = b e dai grafici della
funzione f e della funzione costante identicamente nulla.

|Esempio 25.7.1

Determinare I’area della porzione finita di piano delimitata dalla parabola di equazione
y = x® — 2z — 3 e dall’asse delle ascisse.

Soluzione — La parabola data incontra I’asse delle ascisse nei punti A= (—1,0) e
B = (3,0). Posto
f(x) =0 e g(x) == 2® —2x — 3
la porzione di piano descritta si pud pensare delimitata dalle rette di equazioni z = —1 e
x = 3 e dai grafici delle funzioni f e g. Poiché f > g in [ — 1, 3], I’area cercata e

3 3
J0— (22 =20 -3)de = [(—a®+22 +3)da.
-1 —1
Poiché una primitivadi — 2> +2z+3 & — 32°+ 2%+ 3z, I'area cercata e

3

[—32® +a”+3z] = —§5-3+3+33-(—35(-1)’+(-1)°+3-(-1) =3

Si noti che la porzione di piano considerata coincide col trapezoide individuato da g
sull’intervallo [ — 1, 3]; ma I’area cercata non e

fg(m) dx

perché g risulta negativa in [ — 1, 3].
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|[Esempio 25.7.2]

Siano A = ( — 7, 0), B = (, 0). Determinare I’area della porzione finita di piano delimitata
dal grafico della funzione sin e dal segmento AB.

Soluzione — La porzione di piano descritta risulta ben individuata perche il grafico
della funzione sin incontra I’asse delle ascisse nei punti A e B. Posto f(z):=0 e
g(x) :=sin(x), tale porzione di piano si pud pensare delimitata dalle rette di equazioni
x = — mex = e dai grafici delle funzioni f e g. Poiché in [ — 7, 7] non & né f > g ovunque
né g > f ovungue, non possiamo ottenere I’area cercata calcolando un solo integrale fra — = e
. Osservando pero che la funzione sin e dispari (cfr. 15.4), e quindi il suo grafico €
simmetrico rispetto all’origine, possiamo stabilire che I’area cercata &

2. fsin(m) dx.

Per calcolare tale numero, osserviamo che una primitiva di sin(x) & — cos(x);
pertanto I’area cercata e

2-[—cos(:v)]g=2-(—cos(7r)—(—cos(0))):2-(1+1):4.

[Esempio 25.7.3]

Determinare I’area della porzione finita di piano delimitata dalle parabole
y:—2x2+%x e y=ax®—4x+3
Soluzione — La porzione di piano descritta risulta ben individuata perché le parabole
date si incontrano nei punti A = (3, 2)eB = (2, — 1).
Poiché le parabole date sono il grafico delle funzioni polinomiali f(z) := — 222 + %x
e g(z):=a2?— 4z + 3, e poiché si ha f(z) > g(z) per ogni z € [3, 2], I"area richiesta

2 2 2
lf(f(:zc)—g(:z:))d:za’:f(—?)ﬂUQ-I-12—590—3)d:c: [— 2%+ 22? — 31] :f—g.

[

|Esempio 25.7 4|

Determinare I’area della porzione finita di piano delimitata dai grafici delle funzioni
f(x) =2° e g(z) = % dall’asse delle ascisse e dalla retta di equazione z = 2.

Soluzione — Il grafico di f incontra I’asse delle ascisse nell’origine e incontra il
grafico di g nel punto P = (1, 1). La porzione finita di piano considerata & dunque I’unione di
due trapezoidi: quello individuato da f su [0, 1] e quello individuato da g su [1, 2]. Pertanto

1 2
I’area cercata & [z3dz + f% de = [1z7], + [In(z)]} = 1 +In(2).
0 1
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[Esempio 25.7.5]

Determinare I’area della porzione finita di piano delimitata dal grafico della funzione e”,
dall’asse delle ordinate e dalla retta di equazione y = 3.

Soluzione — Il grafico di e* incontra la retta y = 3 nel punto P = (In(3), 3); inoltre,
in [0, In(3)] si ha 3 > e”. Pertanto I’area cercata é
In(3)

"= 3.In(3) - 2.

0

[ (3—¢")dzx = [3z — e”]
0

|[Esercizio 25.7.6]

Siano p, a € R*. Determinare I’area della porzione finita di piano delimitata dalla parabola di
equazione y = 2px e dalla retta di equazione = = « .

|[Esercizio 25.7.7]

Sia I" I’iperbole equilatera di equazione xy =1 e sia P un punto del ramo di I" contenuto
nel primo quadrante. Sia t la tangente in P a I, sia Q il punto in cui t incontra I’asse delle
ascisse e sia r la retta passante per Q parallela all’asse delle ordinate.

Determinare I’area della porzione finita di piano delimitatada ', ter.

25.8 - Integrazione su intervalli illimitati.

In questa sezione mostriamo come si puo estendere la nozione di “integrale” a funzioni
continue definite su un intervallo non limitato (37).

Sia f:R — R continua sull’intervallo chiuso illimitato [a, + co). Per ogni b
appartenente a tale intervallo, esiste allora I’integrale

b
[f(z) dz.
b
Se esiste inT [f(z)dz =1 conleR

si dice che f e integrabile su [a, + oo) (oppure che I’integrale di f tra a e + oo converge) e si
pone per definizione

s parla in questo caso di “integrale generalizzato” oppure “integrale improprio”.
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In caso contrario, si dice che f non e integrabile traa e + oco. Se

b
lim [f(z)dz = +

b—+o00

si dice talvolta che I’integrale di f tra a e + oo diverge.

Sia ora invece f: R — R continua sull’intervallo chiuso illimitato ( — oo, b]. Per ogni a
appartenente a tale intervallo, esiste allora I’integrale

b

[f(z) dz.

a

b
Se esiste lim [f(z)dz =1 conleR

a——00

si dice che f & integrabile su ( — oo, b] (oppure che I’integrale di f tra — oo e b converge) e si

b
pone per definizione [f(z)dz = 1|

In caso contrario, si dice che f non ¢ integrabile tra — oo e b. Se

a——00

b
lim [f(z)dz = o0

si dice talvolta che I’integrale di f tra — oo e b diverge.

Sia infine f: R — R continua su tutto R, e sia a € R. Si dice che f e integrabile su R
se e integrabiletra —ocoeaetraae + oo, € Si pone

_+foof(w) dr = f f(x)dz + Tof(x) dz.

—00

E facile dimostrare che tale definizione & ben posta, ossia non dipende dal particolare
punto a scelto.

[Esempio 25.8.1]

+00
Calcoliamo, qualora esista, f %dx.
1
+o00 b
; 1 . 1 . b .
Si ha f —dz = lim —dz = lim [In = lim In(b) =
T v b—-+o00 T v b—+o00 [ (x)]l b—+00 ( ) oo

1

e dunque I’integrale proposto diverge.



Marco Barlotti - appunti di ISTITUZIONI DI MATEMATICA - vers. 2.22 - Pagina 265

[Esempio 25.8.2]

+o00
Calcoliamo, qualora esista, f % dz.
1
+o00 b )
Si ha f%dx: lim | Zrdz = lim [—l} = lim(1-4)=1
T Z b—+o0 x b—-+00 T 11 b—-+o0
|Esempio 25.8.3|
Calcoliamo, qualora esista, f # dz.
+00
. 1 1 1
Stha J o= gees [ o=
—00 —00 0

= lim fﬁ dz + lim fﬁ dz = lim [arctg(z)]’ + lim [arctg(x)]z =

a——00 b——+o00 B a——00 b—+o00

= lim (—arctg(a)) + lim (arctg(d)) = —(-35)+5 = .

a——00 b—s—+00

25.9 - Integrazione di funzioni non limitate.

In questa sezione mostriamo come si puo estendere la nozione di “integrale” a funzioni
continue non limitate in un intervallo (38).

Sia f:R — R continua sull’intervallo chiuso limitato [a, b]. Sappiamo dal teorema
fondamentale del calcolo che la funzione integrale

Fay (@ f f(t
e continua in [a, b] . In particolare si ha dunque
b

lim ff — [f()dt.

r—b a

Cio suggerisce come tentare di estendere la definizione di integrale tra a e b di f quando f e
continua nell’intervallo [a, b) ma non & definita in b ed eventualmente non é limitata in [a, b).

38 parla anche in questo caso di “integrale generalizzato” oppure “integrale improprio”.
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Sia f continua nell’intervallo [a, b) (e quindi integrabile in ogni suo sottointervallo
chiuso). Se esiste

x—b~

lim [f(t)dt =1 conleR

si dice che f & integrabile su [a, b) (oppure che I’integrale di f su [a, b) converge) e si pone per
definizione

ity dt = tim  [(t)dt

r—b~

In caso contrario, si dice che f non € integrabile su [a, b). Se

lim [f(t)dt = +o0

r—b~
si dice talvolta che I’integrale di f su [a, b) diverge.
Analogamente, se f & continua nell’intervallo (a, b] ma non é definita in a, si pone per
definizione
b b
[f(t)dt :==lim  [f(t)dt

Y
a r—ar

qualora tale limite esista e sia finito.

Supponiamo infine che f sia definita nell’intervallo [a, b] e presenti una singolarita in
un punto ¢ interno ad [a, b]. Si dice che f & integrabile su [a, b] se & integrabile su [a, ¢) e su
(¢, b] e si pone in tal caso

b c b
Jf(t)dt .= [f(¢)dt + [f(¢)dt.
|Esempio 25.9.1|
1
Calcoliamo, qualora esista, f 1 dz.
1—x

Per definizione, tale integrale vale
b

b
lim dz = Hm[—2 1— } — lim(—2V1—b +2)=2.
b—1- 5 v 11—z r b—1- r 0 b—>1*( T )




